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Lời giới thiệu 


Rất nhiều người có quan niệm sai lầm rằng toán học là khô khan, 
buôn chán, thậm chí là vô dụng, xa vời cuộc sông. Giá như họ được 
đọc cuốn sách “Đại Số Vui” này, cũng như các sách khác trong bộ sách 
“Khoa Học Vui” nổi tiếng của tác giả người Nga Yakov Perelman, thì 
có lẽ quan niệm của họ đã thay đổi đi nhiều! Không phải vô cớ mà 
các sách của Perelman đã được in hàng triệu bản, tái bản hàng chục 
lần, và được dịch ra nhiều thứ tiếng trên thế giới, trở thành “sách gói 
đầu giường” của bao nhiêu thế hệ học sinh và giáo viên. | 

Trong cuỗn sách “Đại Số Vui” này, Perelman cho chúng ta thấy 
toán học nói chung, và môn đại số ở bậc phổ thông nói riêng, có thể 
trở nên vui thú đến như thế nào. Các vẫn đề đại số được ông trình 
bày thông qua hàng loạt các bài toán minh họa sinh động, vừa kỳ lạ 
bất ngờ, lại vừa gần gũi với cuộc sống, khêu gợi tính tò mò. Gắn Hiển 
vào đó là “những cuộc tham quan lý thú trong lĩnh vực lịch sử toán 
học, những ứng dụng bất ngờ của đại số vào đời sông thực tiễn”, theo 
lời của chính tác giả. Mọi thứ xung quanh ta, kể cả những thứ tưởng 
chừng như “chẳng liên quan gì đến toán”, từ âm nhạc cho đến trò 
chơi cờ vua, cho đến ánh sáng đèn cho đến dụ hành lên mặt trăng, 
v.v. tắt cả hóa ra đều liên quan chặt chế đến đại số. Nguyên tắc hoạt 
động của máy tính điện tử, một thứ không thể thiêu trong đời sống 
ngày nay, cũng được tác giả để cập đến trong cuôn sách này. 

Như chính tác giả có viết, không nên xem cuôn sách “Đại Số Vui” 
này như là sách giáo khoa, mà nên xem nó như là sách tham khảo 
để đọc tự nguyện. Nó sẽ giúp cho bạn đọc có được cảm hứng trong 
việc học đại số, gợi nhớ lại và củng cô các kiên thức đã được học qua 
nhưng vẫn còn “lơ mơ”. 


Các bạn học sinh ở mức trung học cơ sở, và cả một sô bạn học 
sinh tiểu học yêu toán, sẽ có thể đọc hiểu phần lớn cuốn sách này. 
Tuy nhiên có một số phần thích hợp hơn cho trung học phổ thông 
hoặc những năm cuỗi cấp trung học cơ sở. Cuốn sách này cũng sẽ rất 
thú vị với cả các sinh viên, giáo viên, và người lớn nói chung, muốn 
tìm hiểu lại toán học và ý nghĩa của toán học, bù đắp những lỗ hổng 
kiên thức của mình. Ngay cả các nhà toán học chuyên nghiệp cũng 
có thể tìm thấy trong sách những điều kỳ lạ, ví dụ như về những “số 
vô hạn” khác 0 và 1 mà vẫn thỏa mãn phương trình z2 = z. 

Bản dịch này của sách “Đại Số Vui” do nhóm dịch giả “Flambius 
Sputnikus”, là các cộng tác viên của Sputnik thực hiện. Trong quá 
trình dịch sách này, chúng tôi có tham khảo một số bản dịch cũ đã 
được in ra ở Việt Nam. So với các bản dịch cũ đó, thì bản dịch mới này 
có nhiều chỗ bổ sung chỉnh lý thông tin cho cập nhật hơn, chính xác 
hơn, sửa lại một số đoạn văn và viết lại một số lời giải cho gọn sàng 
hơn, đồng thời thêm vào nhiều chú thích. Tất cả các tên riêng của 
các nhân vật được nhắc tới trong sách, chúng tôi cô gắng giữ nguyên 
cách viết góc, kèm theo chú thích phiên âm tiếng Việt khi thấy cần 
thiết, thay vì “Việt hóa” các tên đó. Như vậy bạn đọc khi muốn tra 
cứu tìm hiểu thêm về các nhân vật được nhắc đến trong sách và đọc 
các tài liệu tiếng nước ngoài sẽ thuận lợi hơn. 


Xin trân trọng giới thiệu với bạn đọc. 


Flambius Sputnikus, 01⁄2019. 


Chương 1. 
Phép toán thứ năm 


Yhu: #irdil 
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1.1. Phép toán thứ năm 


Người ta thường gọi đại số là “số học của bảy phép toán” để nhắn 
mạnh rằng ngoài bốn phép toán cộng trừ nhân chia còn có thêm phép 
toán nâng lên lũy thừa và hai phép toán ngược của nó. 

Những câu chuyện của chúng ta về đại sô bắt đầu từ “phép toán 
thứ năm” - phép nâng lên lũy thừa. 

Phép toán mới này có xuất phát từ nhu cầu thực tiễn của cuộc 
sống hay không? Tắt nhiên rồi. Chúng ta rất hay gặp nó trong thực tế. 
Khi tính diện tích và thể tích, ta hay phải nâng các số lên lũy thừa bậc 
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hai và ba. Hơn nữa, lực hâp dẫn, tác dụng tương hỗ của tĩnh điện và 
từ, ánh sáng, âm thanh, đều giảm đi theo tỷ lệ thuận với bình phương 
của khoảng cách. Thời gian quay của các hành tỉnh xung quanh Mặt 
Trời (và của các vệ tỉnh xung quanh các hành tỉnh) cũng có sự phụ 
thuộc lũy thừa với các khoảng cách đến tâm quay: các lũy thừa bậc 
hai của thời gian quay có tỷ lệ với nhau như lũy thừa bậc ba cúa các 
khoảng cách. 

Đừng nghĩ rằng thực tiễn chỉ đưa ta đến với lũy thừa bậc hai và 
bậc ba, còn lũy thừa bậc cao hơn chỉ có trong các bài tập đại sô. 
Người kỹ sư khi tính toán độ bên vật liệu hay phải dùng lũy thừa bậc 
bốn, còn khi tính toán những thứ khác (ví dụ như đường kính ông 
dẫn hơi) còn gặp cả lũy thừa bậc sáu. Khi nghiên cứu lực của dòng 
nước chảy tác động vào hòn đá, nhà kỹ thuật thủy lực cũng gặp sự 
phụ thuộc lũy thừa bậc sáu: nêu tốc độ chảy của một con sông lớn 
gâp bốn lần con sông khác thì dòng sông chảy nhanh có khả năng 
cuốn đi dưới lòng của nó những hòn đá nặng gấp 4ô, tức là gấp 4,096 
lần dòng sông chậm1. 

Ta còn gặp lũy thừa bậc cao hơn khi nghiên cứu sự phụ thuộc 
của độ sáng của một vật được nung nóng - ví dụ của dây tóc bóng 
đèn điện - vào nhiệt độ. Độ sáng tăng lên theo lũy thừa bậc mười hai 
của nhiệt độ khi nung nóng trắng, còn khi nung nóng đỏ tăng lên 
theo lũy thừa bậc ba mươi của nhiệt độ. (Nhiệt độ ở đây là “nhiệt độ 
tuyệt đôi”, tức là tính từ —273°C). Như thê có nghĩa là, một vật được 
nung nóng từ 2000 lên 4000°C (tuyệt đối) chẳng hạn, tức là nóng 
hơn hai lần, sẽ sáng hơn 212 lần, hay nói cách khác, sáng hơn 4000 
lần. Chúng ta sẽ còn nói đến ý nghĩa của sự phụ thuộc độc đáo này 
trong kỹ thuật chế tạo bóng đèn điện (kiểu cổ điển, có dây tóc) ở chỗ 
khác. 

1 Chi tiết hơn về điều này, xin xem trong cuốn sách Cơ học vui, chương IX, cùng 
tác giả. (Cuôn sách này có trong Tủ sách Sputnik - N.D) 
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1.2. Số thiên văn 


Có lẽ không ai dùng nhiều phép toán thứ năm như các nhả thiên 
văn học. Các nhà nghiên cứu vũ trụ ngày nào cũng gặp phải những 
con số khổng lồ biểu diễn xắp xỉ bằng một vài chữ số đầu tiên và một 
dãy dài các chữ số không nối tiếp. Việc biểu diễn bằng cách thông 
thường các con số khổng lổ tương tự, xứng với tên gọi “số thiên văn”, 
khá là bất tiện, đặc biệt là trong lúc tính toán. Thí dụ, khoảng cách 
từ chúng ta đến tỉnh vân Andromeda, viết bằng cách thông thường, 
được biểu thị bởi số kilomet như sau: 


95 000 000 000 000 000 000. 


Khi thực hiện các tính toán thiên văn, nhiều khi cần biểu diễn các 
khoảng cách giữa các thiên thể không phải bằng kilomet hay các đơn 
vị to hơn, mà bằng centimet. Trong trường hợp này thì khoảng cách 
vừa nêu được biểu diễn bởi một số có thêm năm chữ sô không nữa: 


9 500 000 000 000 000000 000 000. 


Khối lượng các ngôi sao còn được biểu thị bởi những số lớn hơn, 
nhất là khi trong một số tính toán phải biểu thị chúng theo đơn vị 
gam. Khôi lượng của Mặt Trời bằng 


1 983 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 gam. 


Dễ thấy rằng, với những con sô cổng kếnh như vậy thì khó tính 
toán và dễ nhằm lẫn đến mức nào. Mà đây là ở đây mới dẫn ra những 
con số thiên văn thuộc loại nhỏ. 

Phép toán thứ năm đã cho các nhà tính toán một lỗi thoát đơn 
giản khỏi sự khó khăn này. Chữ số 1 kèm theo một dãy chữ số 0 biểu 
thị một lũy thừa của số 10: 


100102, 1000= 10, 10000 = 10, v.v... 


Vì thế các số khổng lỗ phía trên có thể được biểu thị như sau: 

số thứ nhất: 95 - 1023, 

số thứ hai: 1983 - 1039, 

Làm như vậy không chỉ tiết kiệm được chỗ viết, mà còn giảm 
nhẹ được việc tính toản. Chẳng hạn, nếu cần nhân hai số này thì 


chỉ cần tính tích 95 - 1983 = 188385 và đặt nó ở phía trước thừa số 
1023+30 . 1093: 


95 - 1023. 1983 - 1030 — 188385 - 1053. 


Tắt nhiên, làm như thế thuận tiện hơn nhiều so với việc viết số 
đầu tiên với 23 chữ số không, rồi đến 30 và cuối cùng với 53 chữ số 
không - và không những chỉ tiện hơn mà còn đáng tin cậy hơn, vì khi 
viết hàng chục chữ số không, có thể bỏ sót một hai chữ số không và 
thu được kết quả sai. 


1.3. Toàn bộ khí quyển nặng bao nhiêu? 


Để thây rõ việc biểu diễn các số lớn bằng lũy thừa làm giảm nhẹ 
việc tính toán đến mức nào, ta sẽ thực hiện phép tính sau: tính xem 
khối lượng Trái Đắt lớn gắp bao nhiêu lần khối lượng không khí bao 
quanh nó. 

Ta biết rằng, trên mỗi centimet vuông của bể mặt Trái Đất không 
khí đè lên một lực khoảng một kilogam. Có nghĩa là, trọng lượng cột 
không khí tựa trên 1cm2 bằng 1 kg. Toàn bộ bầu khí quyển của Trái 
Đắt được câu tạo bằng những cột không khí như vậy: số lượng của 

chúng bằng số centimet vuông trên bể mặt hành tỉnh của chúng ta; 
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toàn bộ khí quyển cũng nặng bây nhiêu kilogam. Tra số, ta thấy độ 
lớn bể mặt Trái Đắt bằng 510 triệu km” tức là 51 - 107 km2. 

Ta tính xem có bao nhiêu centimet vuông trong một kilomet vuông. 
Một kilomet chiều dài chứa 1 000m, và mỗi mét chứa 100 cm, như vậy 
1km = 10®em, và một kilomet vuông chứa (105)? = 1010 cemiimet 
vuông. Vì vậy toàn bộ bể mặt trái đất có 


51 - 107 - 1010 = 51.10 


centimet vuông. Khí quyển cũng nặng từng đó kilogam. Đổi thành 
tân, ta được: 


51 - 101 : 1000 = 51 - 10! : 103 — 51 - 1017-3 — 51 - 1014 (tấn). 


Khối lượng Trái Đắt bằng 6-1021 tân. Để tính xem hành tỉnh chúng 
ta nặng gắp bao nhiêu lần vỏ không khí của nó, ta làm phép chia: 


(6 - 102!) : (51 - 1014) z 108, 


có nghĩa là khối lượng của bầu khí quyển gần bằng một phần triệu 
khối lượng Trái Đất. (Ký hiệu ~ có nghĩa là gần bằng). 


1.4. Cháy không có lửa và không nóng 


Nếu bạn hỏi nhà hóa học, tại sao củi hoặc than chỉ cháy ở nhiệt 
độ cao, ông ta sẽ nói với bạn rắng, đúng ra thì sự kết hợp của carbon 
với oxy xảy ra ở mọi nhiệt độ, song ở nhiệt độ thấp quá trình đó xảy 
ra rất chậm (tức là có rất ít phân tử tham gia phản ứng) cho nên ta 
không quan sát được. Định luật xác định tốc độ của các phản ứng 
hóa học nói rằng: khi giảm nhiệt độ đi 10°C thì tốc độ của phản ứng 
(số phân tử tham gia phản ứng) giảm đi hai lần. 
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Ta áp dụng điều vừa nói vào phản ứng kết hợp giữa củi và oxy 
tức là vào phản ứng cháy của củi. Giả sử ngọn lửa ỏ nhiệt độ 600°C 
đốt cháy mỗi giây 1 gam củi. Ở 20°C nó đốt cháy 1 gam củi hết bao 
lâu? Ta biết, lúc đó nhiệt độ đã giảm mắt 580 = 58 - 10 độ C, nên tốc 
độ của phản ứng nhỏ hơn 25 lần, tức là 1 gam củi sẽ cháy hết trong 
258 giây. 

Khoảng thời gian đó bằng bao nhiêu năm? Ta có thể tính gân 
đúng lượng thời gian này mà không phải thực hiện phép nhân 58 số 
2 với nhau và cũng không cần dùng đến bảng logarit. Ta tính như 
sau: 

219 = 1024 z 103, 


do đó 
258 260—2 260 22 : 260 
1 1 1 
—:(21096 ¿ —. (10398 — ~. 18 


tức là khoảng một phẩn tư triệu triệu triệu giây. Trong một năm 
có khoảng 30 triệu, tức là 3 - 107 giây, vì thê số năm là 


1 l 
Ty 1018 h hộ k 107 — š 11 Ku 10: 


Mười tỷ năm! 1 gam củi sẽ cháy không có lửa và không nóng mất 
từng đó thời gian. Vậy là, củi và than, vẫn đang cháy vô cùng chậm 
rãi ở nhiệt độ bình thường. Sự sáng chế công cụ làm ra lửa đã tăng 
nhanh quá trình cực kỳ chậm này lên hàng tỷ tỷ lần. 


1.5. Sự phong phú của thời tiết 


Bài toán. Tù sẽ chỉ miêu tả thời tiết theo một dẫu hiệu: có mưa hay 
không có mưa. (Để đơn giản, ta sẽ gọi ngày không có mưa là “ngày năng). 
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Bạn hãy thử nghĩ xem, với điều kiện như vậy thì có thể có đến bao nhiêu 
tuần với luân chuyển thời tiết khác nhau? 

Thoạt nhìn có vẻ không hiểu: chỉ cần hai tháng thôi là có lẽ sẽ 
phải dùng hết các tổ hợp ngày mưa ngày nắng trong tuần, và sẽ 
không tránh khỏi sự lặp lại một trong các tổ hợp đã được thấy trước 
đó. Tuy nhiên, ta hãy thử tính chính xác xem bao nhiêu tổ hợp khác 
nhau có thể xảy ra trong điều kiện như vậy. Đó là một trong những 
bài toán đã bất ngờ dẫn đến phép toán thứ năm. 

Vậy có bao nhiêu cách khác nhau luân chuyển ngày mưa và ngày 
nắng trong một tuần? 


Giải. Ngày đầu tiên của tuần có thể mưa hoặc nắng: tức là có hai 
“tổ hợp”. Nêu xét hai ngày thì có những khả năng luân chuyển trời 


mưa và không mưa sau đây: 


mưa và mưa, 
mưa và nắng, 
nẵng và mưa, 
nắng và nắng. 

Tóm lại, trong vòng hai ngày có 22 kiểu luân chuyển khác nhau. 
Trong vòng ba ngày thì mỗi tổ hợp của hai ngày đầu kết hợp với hai 
tổ hợp của ngày thứ ba tại hai kiểu luân chuyển khác nhau, và tổng 
số các kiểu luân chuyển sẽ là: 

2, 
Trong vòng bốn ngày số các luân chuyển đạt tới: 


232 = 24, 


Trong năm ngày thì có 2”, còn trong sáu ngày có 28, và trong một 
tuần lễ thì có 2 = 128 kiểu luân chuyển khác nhau. Suy ra có thể có 
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tới 128 tuần có kiểu luân chuyển ngày nắng và ngày mưa khác nhau. 
Sau 128 - 7 = 896 ngày, hoặc sớm hơn, bắt buộc sẽ phải lặp lại một 
trong các tổ hợp đã xảy ra trước đây. Nhưng có thể hơn hai năm liên 
tiếp (396 ngày bằng 2 năm và 166 ngày) không có tuần nào thời tiết 
giỏng hệt tuần nào. 


Bài toán!. Một kẻ gian thử mở một cái khóa số để ăn trộm đồ trong 
va-li. Khóa có 4 vòng, mỗi vòng ghi các chữ số từ 0 đến 9. Phải quay 
các vòng để chọn được đúng tổ hợp mã 4 chữ sô đã định thì khóa mới 
mở ra. Nhưng kẻ gian không biết bộ mã này, nên hắn thử lần lượt từng 
tổ hợp. Mỗi tổ hợp số thử mắt 1 giây. Hỏi sau 10 phút kẻ gian có chắc 
chấn mở được khóa không? 


Giải. Đầu tiên ta xác định xem có bao nhiêu tổ hợp với 4 chữ sô từ 0 
đến 9? Có 10 lựa chọn cho chữ sô đầu tiên, 10 lựa chọn cho chữ sô 
thứ hai, 10 lựa chọn cho chữ số thứ ba, và 10 lựa chọn cho chữ số 


! Bài này đã được thay đối so với bản gốc cho đơn giản. Trong bản gốc, khóa số 
có tới 6 vòng và mỗi vòng có tới 36 ký tự khác nhau. - N.D. 
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thứ tư, nên tổng cộng ta có 
10 x 10 x 10 x 10 = 10 = 10000 
lựa chọn tổ hợp 4 chữ số. Không có gì đáng ngạc nhiên khí con số 
10000 đó cũng chính là số các số nguyên từ 0 đến 9999, mỗi vì số 
ứng với một tổ hợp 4 chữ số, ví dụ 254 ứng với tổ hợp (0, 2, 5, 4). 
Nếu mỗi giây thử được một tổ hợp, thì để thử tắt cả các tổ hợp 
phải mắt 10 000 giây, tức là - 167 phút. 10 phút thì còn quá ít 


60 
để mà chắc chắn tìm được đúng tổ hợp cân thiệt: khả năng mở được 


⁄, L ˆ w ^ bì ° 243\ 1 
khóa sau 10 phút để ăn trộm đồ trong va-li chỉ là ~ - 6%. 


(Tuy nhiên, nêu kẻ gian thử mỏ nhiều va-li trong ngày, mỗi vali 
chỉ vài phút thôi, thì nhiều khả năng sẽ mở được một va-li nào đó. 
Trộm hay tân công kiểu tương tự: tân công một cách nhanh chóng 
đơn giản vào rất nhiều nơi, khả năng thành công ở từng nơi một thì 
ít nhưng cuỗi cùng vẫn tân công được vào một số nơi “sơ hở”). 


1.7. Người đi xe đạp mê tín 


Bài toán. Ngày xưa, các xe đạp cũng có biển số, gôm 6 chữ số. Một 
người rắt mê tín mua một chiếc xe đạp để tập đi. Được biết về kiểu tai 
nạn xe đạp mang tên “vành cong số 8”, anh ta quả quyết rằng mình sẽ 
không gặp may nếu có chiếc xe mang số hiệu mà trong đó có dù chỉ một 
chữ số 8. Tuy nhiên khi đi lấy số xe, anh ta tự an ủi mình bằng lập luận 
sau. Có 10 chữ số từ 0 đến 9 có thể tham gia vào cách viết của một con 
số, trong đó chỉ có chữ số 8 là “bắt hạnh”. Vì thể chỉ có một trong mười 
khả năng số xe là “bắt hạnh”. Lập luận có đúng không? 


Giải. Có tất cả 999 999 số có thể dùng làm biển số xe đạp: từ 000 001, 
000 002, v.v. đến 999 999. Ta tính xem có bao nhiêu số “bất hạnh”. 
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Ở vị trí đầu tiên có thể đặt một chữ số bất kỳ trong chín chữ só 
“may mắn”: 0, 1, 2,3,4, 5, 6, 7, 9. Ở vị trí thứ hai cũng có thể đặt 
một trong chín chữ số đó. Vì thế có 9 - 9 = 92 tổ hợp hai chữ số “may 
mắn”. Có thể viết thêm vào mỗi tổ hỢp trên, ở vị trí thứ ba, một chữ 
số bất kỳ trong chín chữ số “may mắn”, vì thê số tổ hợp ba chữ só 
“may mắn” là 9ˆ: 9 = 93, Tương tự hú vậy, ta tính được số tổ hợp 
sáu chữ sô “may mắn” là 99, Tuy nhiên, phải bớt đi tổ hợp 000 000 
không thích hợp với tư cách một số xe. Vì thế, số các sỐ xe đạp “may 
mắn” bằng 9Š — 1 = 531440, nhiều hơn 53% tất cả các số xe một ít, 
chứ không phải bằng 90% như người mê tín đã tưởng. 
Chúng tôi đề nghị bạn đọc tự khẳng định rằng, trong các số có 
bảy chữ số có nhiều số “bất hạnh” hơn số “may mắn”. 


1.8. Kết quả của sự nhân đôi nhiều lần 


Truyền thuyết mà mọi người đều biết về phần thưởng cho người 
sáng tạo ra trò chơi cờ vua! cho ta một thí dụ tiêu biểu về sự tăng 
cực kỳ nhanh của một đại lượng rất nhỏ khi gấp đôi nó lên nhiều lần. 
Không dừng lại ở thí dụ cổ điển đó, tôi sẽ nêu ra một số thí dụ khác 
nữa mà không phải ai cũng biết. 


Bài toán. Mao trùng của trùng có tự phân đôi sau 27 giờ (tính trung 
bình). Nêu mọi mao trùng sinh ra như vậy đều sống thì cần bao nhiêu 
lâu để con cháu của trùng cỏ chiếm một thể tích bằng thể tích Mặt Trời 
Cho trước để tính toán: thê hệ thứ 40 của trùng cỏ không chết sau 
khi phân chia sẽ chiếm thể tích 1 mở; thể tích Mặt Trời bằng 10? mở. 


1 Truyền thuyết này có trong sách Những cuộc phiêu lưu của Người Thích Đềm, Tủ 
sách Sputnik, số 001. 
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Giải. Bài toán dẫn đến việc tính xem phải nhân đôi 1 m bao nhiều 
lần để có thể tích 1027 m3. Ta biến đổi: 


102 = (103) ~ V0 =9 SYỔ 


vì 210 ~ 1000. 

Nghĩa là, thế hệ thứ 40 còn phải trải qua 90 lần phân chia nữa 
mới lớn bằng thể tích Mặt Trời. Số tổng cộng các thế hệ tính từ thế 
hệ đầu tiên bằng 40 -+ 90 = 130. Dễ thấy điều đó sẽ xảy ra sau ngày 
thứ 147. 

Chúng tôi lưu ý rằng, trong thực tế, một nhà vi sinh học tên là 
Metalnikov đã quan sát được 8061 lần phân chia của mao trùng. Đề 
nghị bạn đọc tự tính xem thế hệ cuối cùng sẽ chiếm một thể tích 
khổng lỗ thế nào nếu như không có một mao trùng nào trong số đó 
bị chết... 

Có thể trình bày vẫn để được xét trong bài toán này dưới đạng 
ngược lại. 

Ta hình dung Mặt Trời tự phân đôi, mỗi nửa lại tự phân đôi, v.v. 
Cần bao nhiêu lần tự phân như vậy để thành những phần tử có kích 
thước như trùng cỏ? 

Tuy bạn đọc đã biết đáp số là 130, nhưng bài toán này vẫn làm ta 
kinh ngạc bởi sự khiêm tốn quá mức của nó. 

Người ta đã để xuất với tôi cũng bài toán đó nhưng dưới dạng sau: 
xé tờ giấy làm đôi, rỗi lại xé một nửa ra làm đôi v.v... Cần phải bao 
nhiêu lần phân đôi để có được những phân có kích thước nguyên tử? 


Giả sử tờ giấy nặng 1 g và trọng lượng nguyên tử là —— g. Trong 
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biểu thức sau này có thể thay thế 102 = 10008 bằng biểu thức xấp 
xỉ (219)8 = 20, cho nên cần tất cả 80 lần phân đôi, chứ không phải 
hàng triệu lần như có người đã trả lời. 


1.9. Hàng triệu lần nhanh hơn 


Một dụng cụ điện, gọi là “trigger” (có nghĩa là “cò”, “nút bắm?”, 
hay “nút bật tắt”), gồm có hai đèn điện tử. Tại mỗi thời điểm, dòng 
điện trong trigser chỉ đi qua một đèn: hoặc qua đèn “bên trái”, hoặc 
qua đèn “bên phải”. Trigger có hai công tắc qua đó có thể dẫn từ bên 
ngoài vào một tín hiệu điện ngắn (xung), và hai công tắc qua đó xung 
từ trigger đi ra ngoài. Vào thời điểm có xung từ ngoài tới thì trigzer 
chuyển hướng: đèn có dòng điện đi qua bị ngắt mạch, dòng điện di 
qua đèn kia. Xung ra được cho bởi trigger ở thời điểm đèn bên phải 
ngắt mạch và đèn bên trái đóng mạch. 

Ta theo dõi xem trigger làm việc như thê nào nếu đưa vào trong 
nó một số xung điện liên tiếp. Ta sẽ đặc trưng trạng thái của trigser 
theo đèn bên phải của nó: nêu dòng điện không đi qua đèn bên phải 
thì ta nói trigger ở “vị trí 0”, nêu dòng điện đi qua đèn nên phải thì 
ta nói trigser ở “vị trí 1”. 

Giả sử lúc đầu trigger ở vị trí 0, tức là dòng điện đi qua đèn bên 
trái (hình 1). Sau xung thứ nhất, dòng điện sẽ đi qua đèn bên phải, 
tức lã trigger chuyển sang vị trí 1. Khi đó thì không có xung ra khỏi 
trigger, bởi vì chỉ có tín hiệu ra khi ngắt mạch đèn bên phải (chứ 
không phải đèn bên trái). 

Sau xung thứ hai, dòng điện đi qua đèn bên trái, tức là trigger lại 
rơi vào vị trí 0 một lần nữa. Tuy nhiên lúc này trigeer cho tín hiệu 
(xung) ra. 

Kết quả là, sau hai xung trigser lại trở về trạng thái ban đầu. Vì 
thế sau xung thứ ba, trigger lại rơi vào vị trí 1 như sau xung thứ nhất, 
còn sau xung thứ tư nó trở về vị trí 0 và đồng thời phát tín hiệu ra, 
như là sau xung thứ hai, v.v. Cứ sau hai xung-thì trạng thái của trigger 
được lặp lại. 
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Trạng thái ban đầu: 0 


' xung thứ nhất 


Trạng thái sau xung thứ nhất: 1 


xung phát ra xung thứ hai 
=“b 5 ciệochiN đi Ol|—— 


Sau xung thứ hai: trở về 0 


Hình 1: Hoạt động của trigger theo xung điện từ bên ngoài. 


Bây giờ ta hình dung là có một số trigger nối tiếp nhau từ phải 
sang trái, và có những xung từ bên ngoài vào trigger thứ nhất, những 
tín hiệu ra sẽ vào trigger thứ hai, những tín hiệu ra của trigeer thứ hai 
vào trigger thứ ba, v.v. (hình 2). Ta theo dõi xem một chuỗi trigger 
như vậy làm việc như thê nào. 


trigger 3 trigger 2 trigger 1 


Hình 2: Một dãy trigger nôi từ phải sang trái. 


Giả sử lúc đầu mọi trigger đều ở vị trí 0. Chẳng hạn, với chuỗi 
gồm năm trigger ta có tổ hợp 00000. Sau xung thứ nhất, trigger thứ 
nhất (ở đầu cùng bên phải) ở vị trí 1, vì lúc này không có xung ra nên 
tất cả các trigger còn lại đều ở vị trí 0, tức là chuỗi sẽ được đặc trưng 
bởi tổ hợp 00001. Sau xung thứ hai thì trigger thứ nhất ngắt mạch 
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(ở vị trí 0), lúc này nó cho xung ra, nhờ vậy trigger thứ hai làm việc. 
Các trigger còn lại vẫn ở vị trí 0, tức là có tổ hợp 00010. Sau xung thứ 
ba, trigger thứ nhất làm việc, các trigger còn lại không thay đổi trạng 
thái. Ta có tổ hợp 00011. Sau xung thứ tư trigger thứ nhất ngắt mạch 
cho tín hiệu ra; từ tín hiệu ra đó trigger thứ hai ngắt mạch và cũng 
cho xung ra, rút cục, từ xung sau cùng này, trigger thứ ba làm việc. 
Kết quả, ta được tổ hợp 00100. 


Có thể tiếp tục mãi những lập luận tương tự. Ta xem có gì xảy ra: 


xung thứ nhất tổhợp 00001 


xung thứ hai ” 00010 
xung thứ ba „ 00011 
xung thứ tư ” 00100 
xung thứ năm - 00101 
xung thứ sáu - 00110 
xung thứ bảy r 00111 
xung thứ tám D 01000 
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Ta thấy chuỗi trigger “đếm” các tín hiệu từ ngoài và “viết” sỐ các 
tín hiệu đó theo một cách độc đáo. Dễ thấy “cách viết” sỐ các xung 
vào được thực hiện không phải theo hệ thập phân quen thuộc, mà là 
theo hệ nhị phân. 

Mọi số trong hệ nhị phân được viết bằng các chữ số 0 và 1. Mỗi 
đơn vị hàng tiếp sau không gấp mười lần như trong cách viết thập 
phân thông thường, mà chỉ gấp hai lần đơn vị hàng trước nó. Đơn 
vị đứng sau cùng (cuôỗi cùng bên phải) trong cách viết nhị phân là 
một đơn vị thông thường. Đơn vị đứng hàng tiếp sau (ở vị trí thứ 
hai bên phải) là 2, đơn vị tiếp sau là 4, sau đó là 8, v.v. Thí dụ, số 
19 = 16 + 2 + 1 được viết trong hệ nhị phân dưới dạng 10011. 
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Như vậy, chuỗi trigger “đếm” số các tín hiệu vào và “viết” nó theo 
hệ đêm nhị phân. Lưu ý rằng, sự chuyển trạng thái của trigzer, tức là 
sự ghi lại một tín hiệu đến, vẻn vẹn chỉ kéo dài vài phẩn trăm triệu 
giây! Máy đêm trigser có thể “đếm” hàng chục triệu xung hoặc nhiễu 
hơn trong một giây!. Nó nhanh hơn hàng triệu lần so với một người 
đêm không dùng dụng cụ nào: mắt người có thể phân biệt rành mạch 
các tín hiệu liên tiếp cách nhau không ít hơn 0,1 giây. 

Nếu lập một chuỗi 20 trigger, tức là ghi số tín hiệu vào bằng không 
quá hai mươi chữ số trong phân tích nhị phân, thì có thể “đếm” đến 
220 — 1; số này lón hơn một triệu. Nếu lập một chuỗi 64 trigger thì 
có thể ghi “số cờ vua” nổi tiếng (từ câu truyện truyền thuyết về phần 
thưởng của nhà vua dành cho người sáng tạo ra môn cờ vua: ô đầu 
tiên 1 hạt thóc, ô thứ hai 2 hạt thóc, ô thứ ba 4 hạt thóc, ô thứ tư 8 
hạt thóc, và cứ như thế cho đến hết bàn cờ. - N.D.). 

Khả năng đêm hàng triệu tín hiệu trong một giây là rất quan trọng 
đôi với công tác thực nghiệm trong vật lý hạt nhân. Chẳng hạn, có 
thể đếm số hạt loại này hay loại khác bay ra trong quá trình phân rã 
nguyên tử. 


1.10. 10000 phép toán trong một giây 


Các hệ thông trigger tuyệt vời ở chỗ chúng còn cho phép thực 
hiện các phép toán trên các sô. Chẳng hạn, ta sẽ xét xem có thể cộng 
hai số với nhau như thế nào. 

Giả sử ba chuỗi trigger kết hợp với nhau như mô tả trên hình 3. 
Chuỗi trigger ở trên dùng để ghi số hạng thứ nhất, chuỗi thứ hai để 
ghi số hạng thứ hai, còn chuỗi thứ ba để tìm tổng. Trong thời gian 


! Các máy tính điện tử hiện đại cũng đêm tương tự như là các trigger này, và đêm 
được hàng tỷ xung trong một giây. - N.D. 
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thực hiện phép tính tổng của “cỗ máy” này thì các trigger ở chuỗi 
trên và chuỗi giữa đang ở vị trí 1 sẽ phát ra xung đi tới chuỗi dưới. 


số hạng 
thứ nhất 


số hạng 
thứ hai 


tổng 


Hình 3: Hệ thông trigger để tính tổng của hai số. 


Thí dụ, như minh họa trên hình 3, các số hạng 101 và 111 (viết 
theo hệ nhị phân) đã được ghi vào hai chuỗi đầu. Khi đó có hai xung 
đi vào trigzer thứ nhất (cuối cùng bên phải) của chuỗi dưới: mỗi 
xung đến từ một trigger đầu tiên hai số hạng. Như ta đã biết, do thu 
được hai xung, trigeer đầu tiên của chuỗi dưới vẫn ở vị trí 0 nhưng 
phát xung ra cho trigger thứ hai. Ngoài ra, xung từ số hạng thứ hai 
cũng đi tới triggser thứ hai. Như vậy, có hai xung đi tới trigger thứ hai, 
cho nên trigser thứ hai của chuỗi dưới ở vị trí 0 và phát ra xung cho 
trigger thứ ba. Ngoài ra còn có thêm hai xung (từ mỗi số hạng) cũng 
đi tới trigger thứ ba. Do thu vào ba tín hiệu, trigger thứ ba ỏ vị trí 1 
và phát ra xung đến trigger thứ tư, khiễn cho trigeer thứ tư chuyển 
sang vị trí 1 (các tín hiệu khác không vào trigger thứ tư). Như vậy, 
thiết bị về trên hình 3 đã thực hiện (trong hệ đêm nhị phân) phép 
cộng hai số “theo cột”. 


1100. 


(nêu viết lại theo hệ thập phân thì thành 5 + 7 = 12). 


22 


Các xung ra ở chuỗi trigger dưới tương ứng với việc thiết bị 
“lưu lại?” một đơn vị và chuyển nó sang hàng tiếp sau, tức là cũng 
thực hiện điều ta đã làm khi cộng “theo cột”. 

Nếu trong mỗi chuỗi có chẳng hạn 20 trigger thay vì chỉ có 4 
trigger, thì có thể thực hiện phép cộng các số trong phạm vi một 
triệu, còn với số trigger nhiều hơn thì có thể cộng các số lớn hơn nữa. 

Ta lưu ý rằng trong thực tế thì thiết bị để thực hiện phép cộng 
phức tạp hơn rất nhiều so với sơ đồ trên hình 3. Nói chung, còn phải 
lắp vào thiết bị những dụng cụ đặc biệt để “làm chậm lại” các tín 
hiệu. Thật vậy, trong sơ đồ đã vẽ của thiết bị thì các xung từ cả hai 
số hạng đều (ở thời điểm thiết bị làm việc) đi tới trigger thứ nhất của 
chuỗi dưới cùng một lúc. Kết quả là hai xung chập vào nhau và trigger 
tiếp nhận chúng như một tín hiệu chứ không phải hai. Để tránh điều 
đó, phải làm cho các tín hiệu từ các số hạng đến không đồng thời, 
mà tín hiệu này phải được truyền chậm lại một chút so với tín hiệu 
kia để tách nhau ra. Sự “làm chậm lại” như vậy dẫn đến kết quả là 
trong máy đêm trigger, phép cộng hai số đòi hỏi nhiều thời gian hơn 
việc ghi một tín hiệu. 

Bằng cách thay đổi sơ đồ, có thể làm cho thiết bị thực hiện phép 
tính trừ thay vì phép tính cộng. Cũng có thể thực hiện phép nhân (nó 
được quy về việc thực hiện nhiều phép cộng liên tiếp, vì thê cần thời 
gian gấp nhiều lần so với phép cộng), phép chia và các phép toán 
khác. 

Các thiết bị kiểu như trên được dùng trong các máy tính hiện 
đại. Những máy này có thể thực hiện đến hàng chục hoặc hàng trăm 
nghìn phép tính trong một giây!! Tính nhanh đến mức như thế thì có 
ích gì?! Chẳng hạn, một bài toán tính toán, mất một phần tư giây để 


! Đây là những con số viết cách đây đã lâu; ngày nay thì các máy tính cá nhân đã 
thực hiện được hàng tỷ phép tính trong một giây, gấp hàng vạn lần thời đó. - N.D. 
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tính hay một phần vạn giây để tính, thì đôi với chúng ta đều là “chớp 
nhoáng” cả, có khác gì nhau đâu. 

Nhưng bạn chớ vội kết luận (rằng khả năng tính toán rất nhanh, 
gấp hàng triệu lần bình thường, là thừa thãi không cân thiết). Ta 
lây một thí dụ đơn giản sau, về trò chơi cờ vua. Trước khi đi nước 
cờ, người chơi cò giỏi phải phân tích hàng chục, có khi hàng trăm 
phương án có thể. Nêu, chẳng hạn, việc nghiên cứu một phương án 
cần vài giây thì trên hàng trăm phương án cần phải mất vài phút 
hay vài chục phút. Trong những ván cờ phức tạp, người chơi hay rơi 
vào tình trạng “bí thời gian”, vì đã dùng gắn hết thời gian cho phép 
để suy nghĩ các bước đi trước đó, nên không còn nhiều thời gian để 
suy nghĩ và buộc phải đi nhanh (đi những bước vội vàng thiếu thận 
trọng). Sự việc sẽ ra sao, nêu như máy tính chơi cờ và phân tích được 
các phương án một cách “chớp nhoáng”, không bao giờ rơi vào thê bí 
thời gian... 

Bạn có thể phản đôi rằng, máy tính “chỉ biết làm tính” chứ đâu có 
biết “nghĩ, biết “chơi”.! Nhưng thực ra quá trình “suy nghĩ” cũng có 
thể quy về thành một quá trình làm các phép tính. 


1.11. Số thế cờ vua có thể có 


Ta sẽ tính ước lượng số các thế cờ vua khác nhau có thể chơi trên 
một bàn cờ vua. Ở đây việc tính chính xác là không thể được. Chúng 
tôi giới thiệu với bạn đọc một cách tính gần đúng số thế cờ có thể. 
Trong cuôn sách “Toán học của các trò chơi và giải trí toán học” của 
nhà toán học Bỉ Maurice Kraitchik (1882-1957) ta thây cách tính sau: 

1 Ngày nay thì các chương trình máy tính chơi cò có ở khắp nơi, và máy tính đã 


chơi thắng cả người vô địch quốc tế về cờ vua, nên không ai còn nghỉ ngờ khả năng 
máy tính biệt chơi cờ nữa. - N.D. 
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“Ở nước đi đầu tiên, quân trắng có sự lựa chọn trong số 20 nước 
đi (16 nước đi của tám quân tốt, mỗi bước có thể tiền lên một hoặc 
hai ô và 2 nước của mỗi quân mã). Với mỗi nước đi của quân trắng, 
quân đen có thể đáp lại bằng cũng một trong 20 nước đó. Kết hợp 
mỗi nước đi của quân trắng với mỗi nước đi của quân đen ta có: 
20 - 20 = 400 thế cờ khác nhau sau nước đi đầu tiên của mỗi bên. 

Sau nước đi đầu tiên, số khả năng cho nước đi thứ hai tăng lên. 
Chẳng hạn, nếu quân trắng đi nước đầu tiên e2-e4, thì đối với nước 
thứ hai nó có thể chọn trong số 29 nước đi. Số khả năng cho những 
nước đi tiếp theo còn tăng lên nữa. Chẳng hạn, một mình quân Hoàng 
hậu đứng ở ô đ5 đã có thể chọn trong số 27 nước đi (giả thiết mọi ô 
nó có thể đi tới đều còn trồng). 

Tuy nhiên, để đơn giản hóa việc tính toán ta sẽ lẫy các con sỐ 
đánh giá khiêm tốn sau đây: 20 lựa chọn cho mỗi bên và cho mỗi 
nước đi trong số 5 nước đi đầu tiên, và 30 lựa chọn cho mỗi bên và 
cho mỗi nước đi tiếp theo. Ngoài ra, ta thừa nhận răng số trung bình 
các nước đi của một ván cờ thông thường là 40. Như vậy ta được một 
biểu thức đánh giá cho số các thê cờ có thể có là: 


(20 - 20)” - (30 - 30)°5. 


Muốn tính gắn đúng giá trị của biểu thức này ta dùng các biên 
đổi sau đây: 


(20 - 20)” - (30 - 30)#5 = 2019. 3079 = 219. 3/9. 1089, 


Thay thế 210 bằng số gần đúng 1000 hay 103. Biểu thức 379 được viết 
dưới dạng : 


q70 cˆ q68 : s2  10- (39) 10- s01 = 10: gl 10 = oð1 : 1018 
Sa 3Ố¿ 2)" : 1018 +9. 1015 - 1018 Bi Do 1023. 
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Do đó: (20 - 20)5 - (30 - 30)®5 ~ 10” - 2. 1033 - 1059 = 2 - 10H, 

Số này còn bỏ xa số các hạt thóc cần thưởng cho người sáng tạo 
ra trò chơi cờ vua (284 — 1 z 18 - 1018). Nếu như mọi người sống trên 
Trái Đất chơi cờ suốt ngày đêm, cứ mỗi giây đi một nước, thì muốn 
thực hiện hết mọi thế cờ có thể có, cuộc chơi toàn thế giới liên tục 
này phải kéo dài ít nhất 10190 thế kỷ! 


1.12. Bí mật của ôtômat cờ vua 


Chắc hẳn bạn sẽ rât ngạc nhiên khi biết rằng từ xưa đã có những 
ôtômat! biết chơi cờ vua. Làm sao có thể dung hòa được điều đó với 
chuyện sô các thê cờ khác nhau trên một bàn cờ vua gần như là vô 
hạn? 

Vân để được giải thích rất đơn giản. Ngày xưa chẳng có ôtômat 
cờ vua nào cả, mà chỉ có những người tin vào sự tổn tại của nó. 

Một ôtômat rất nổi tiếng là của nhà cơ học Wolfgang von Kem. 
pelen (1734-1804) người Hungary. Ông đã trưng bày chiếc máy của 
mình ở các lâu đài Nga và Áo, sau đó đã biểu diễn trước công chúng ở 
Paris và London. Napoleon Đệ nhất đã đấu với chiếc máy này và cũng 
tin rằng mình đã đọ sức với máy. Vào giữa thê kỷ trước XIX, ôtômat 
nổi tiếng này đã lọt vào châu Mỹ, và kết thúc sự tổn tại của nó ở đó 
trong một vụ hỏa hoạn ở thành phô Philadelphia. 

Những ôtômat cờ vua khác đã không có vinh dự lớn lao như thê. 
Tuy nhiên niềm tin về sự tổn tại những máy tự động tương tự vẫn 
không cạn đi ngay cả về sau này. 

Thực ra thì không một máy chơi cờ thời xưa nào biết tự chơi! 


! Từ ôtômat (tiếng Anh: automaton, tiếng Pháp: automate) có nghĩa là cái máy 
tự vận hành, hay người máy. - N.D. 
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Một người thật, giỏi chơi cờ, ngồi nắp kín trong chiếc máy, đã đi 
chuyển các quân cờ. Ôtômat giả mà ta nói đến là một cái hộp lớn có 
mặt như mặt bàn, chứa đầy máy móc phức tạp. Trên mặt bàn đặt một 
bàn cờ, mà các quân cờ được di chuyển bởi bàn tay của một con búp 
bê lớn. Trước khi bắt đầu chơi, người ta làm cho công chúng tin rằng 
bên trong gầm bàn không có gì ngoài các chỉ tiết máy móc. Tuy nhiên 
trong gầm bàn vẫn còn một chỗ đủ để dấu một người tầm vóc bình 
thường (hai quán quân cờ vua Johann Algayer và William Lewis đã 
đóng vai này một thời gian). Trong khi giới thiệu với công chúng các 
bộ phận khác nhau kế tiếp của máy móc, người được dấu đưới gầm 
bàn đã di chuyển sang phần bên cạnh một cách lặng lẽ. Máy móc 
không tham sia gì vào công việc của thiết bị mà chỉ để ngụy trang sự 
có mặt của người chơi cờ thật. 

Từ những điều nói trên có thể rút ra kết luận: số các thế cò vua 
gần như là vô hạn, còn máy biết tự chơi cờ chỉ có trong hoang tưởng, 
bởi thê không phải lo về sự khủng hoảng của môn cờ vua. 

Tuy nhiên, những sự kiện xảy ra mới hơn (từ giữa thế kỷ XX) lại 
khiến người ta hoài nghỉ về kết luận đó: đã xuất hiện những máy 
biết chơi cò. Đó là những máy tính phức tạp cho phép thực hiện hàng 
nghìn phép tính trong một giây. Ta đã nói đến những máy đó ở trên. 
Máy có thể chơi cờ như thế nào? 

Tắt nhiên không có máy tính nào có thể làm gì ngoài việc tính 
toán trên các con sô. Nhưng tính toán được thực hiện bằng máy theo 
một sơ đồ hành động xác định, theo một chương trình nhất định được 
thiết lập từ trước đó. 

“Chương trình” chơi cờ vua được các nhà toán học lập nên trên cơ 
sở các chiến thuật chơi nào đó. Chiến thuật ở đây có nghĩa là một hệ 
thông các quy tắc cho phép ta với mỗi tình thế chọn được một nước 
đi được coi là “tốt nhất” theo chiến thuật đó. Đây là một trong những 
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thí dụ về một chiến thuật như vậy. Mỗi quân được ghi một số điểm 
giá trị: 


Vua +200 điểm Tốt +1 điểm 
Hoàng hậu +9 điểm Tốt chậm tiến -—0,5 điểm 
Tháp (xe) +ð điểm Tốt cô lập -0,5_ điểm 
Tượng +3 điểm Tốt chngđôi -—0,5 điểm 
Mã +3 điểm 


Ngoài ra những lợi thế về vị trí (quân cờ nằm ở vị trí tốt, kiểm 
soát được một vùng lón và dễ di chuyển, v.v.) đều được tính điểm 
theo một công thức nào đó. Ta cộng tổng sô điểm của quân trắng rải 
trừ đi tổng số điểm của quân đen. Hiệu thu được đại diện cho mức 
độ lợi thế (hay yêu thế) của quân trắng so với quân đen. Nếu hiệu đó 
là số dương thì ta coi là quân trắng đang mạnh hơn quân đen, còn 
nêu nó âm thì ta coi là bên trắng yêu thế hơn. 

Máy sẽ tính xem hiệu trên có thể thay đổi như thể nào trong vòng 
tắt cả các tổ hợp ba nước đi gần nhất có thể thực hiện, chọn lựa từ 
tất cả các tổ hợp có thể đó phương án tôi ưu, rồi đưa ra lệnh đi nước 
cờ theo phương án đó. Máy mất rất ít thời gian để tìm ra một nước 
đi (tùy theo máy và thuật toán chơi cờ), nên không gặp nguy cơ “bí 
thời gian”!. 

Tất nhiên, máy mà chỉ biết “nghĩ trước” có ba nước cờ là máy 
đánh cờ khả xoàng. (Các kiện tướng chơi cờ có khi phải tính trước cả 
chục nước hoặc nhiều hơn cho các thế cờ). Nhưng trình độ của máy 
chơi cờ đã tăng lên nhanh chóng cùng với sự phát triển của máy tính. 


1 Có những loại chiến thuật cò vua khác. Chẳng hạn, khi tính toán có thể không 
xét tất cả các nước đi đáp lại của đối phương mà chỉ xét những nước đi “mạnh” 
(chiều, ăn quân, tần công, bảo vệ, v.v...). Hơn nữa, với những nước đi đặc biệt mạnh 
của đôi phương, có thể tính trước không phải ba mà nhiều nước đi hơn. Có thể dùng 
một thang giá trị khác cho các quân cờ. Tùy theo việc chọn chiến thuật này hay chiên 
thuật khác thì “cách chơi” của máy sẽ thay đổi. 
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1.13. Với ba số 2 


Có lẽ, phần lớn mọi người đều biết phải viết ba chữ số như thế 
nào để biểu diễn chúng thành số lón nhất mà không dùng đến các 
dấu phép toán. Phải lẫy ba chữ số 9 và xếp chúng như sau: 

g° 
tức là viết “lũy thừa ba cấp” của 9. 

Số này cực kỳ lớn, đến nỗi không có sự so sánh nào giúp ta thấy 
được mức độ lón của nó. Số electron của vũ trụ nhìn thấy được cũng 
còn rất nhỏ so với nó. 

Ö đây, tôi muốn nêu ra một bài toán khác dạng tương tự: 

Bài toán. Không dùng dấu các phép toán, bằng ba số 3 hãy viết số lớn 
nhắt có thể. 

Giải. Với ấn tượng còn mới nguyên về sự xếp đặt ba số 9, nhiều khả 
năng là bạn sẵn sàng sắp xếp các số 2 như sau: 


22. 


Tuy nhiên, lần này thì hiệu quả mong đợi không đạt được. Số đã 
viết không lớn - thậm chí còn nhỏ hơn 222. Thật vậy, nó chỉ bằng có 
2, tức là 16. 

Số thực sự lớn nhất gồm ba số 2 không phải là 222, cũng không 
phải là 222 (tức là 484) mà là: 


232 — 4194304. 


Thí dụ này cho ta một bài học: cần thận trọng với suy luận tương 
tự trong toán học, vì nó có thể đưa ta đến những kết luận sai lâm. 
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1.14. Với ba số 3 


Bài toán. Bây giờ thì hẳn bạn đã thận trọng khi bắt tay vào giải bài 
toán sau: Không dùng dấu các phép toán, với ba số 3, viết số lớn nhất 
có thể được. 

Giải. Việc sắp xếp ba số ba theo lũy thừa ba cấp cũng không đem lại 
kêt quả mong muốn, vì 33” tức là 327 nhỏ hơn 333, 


z “ HÀ ` ` .32 7 ^ : L Nẻ ⁄ 
Cách sắp xếp sau cùng này giải đáp được câu hỏi của bài toán. 


1.15. Với ba sỐ 4 


Bài toán. Không dùng dấu các phép toán, với ba số bốn, viết số lớn 
nhất có thể được. 
Nêu trong trường hợp này làm theo kiểu hai bài toán trước, bạn 
có đáp sÔ 
A44 


nhưng đáp số đó lại là sai, vì bây giờ thì cách sắp xếp theo lũy thừa 
ba cấp 
4 


44 


sẽ cho sô lớn hơn. Thật, vậy 44 = 256 > 44, nên 4*° > 444, 


1.16. Với ba chữ số giông nhau 


Chúng ta cô gắng tìm hiểu sâu thêm hiện tượng rắc rỗi này, và 
xác định xem tại sao có những chữ số tạo ra sô khổng lỗ khi sắp xếp 
theo lũy thừa ba cắp, còn những chữ số khác thì lại không. Ta sẽ xét 
trường hợp tổng quát: 
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Không dùng dấu các phép toán, với ba chữ số bằng nhau viết số lớn 
nhất có thể được. 
Ta ký hiệu chữ số bằng chữ a. Các sắp xếp kiểu 


222: NA 444 


tương ứng với cách viết a104+4, hay a114, Cách sắp xếp theo lũy thừa 
ba cấp được biểu thị tổng quát như sau: 


làm 


a 
Ta sẽ xác định với giá trị a nào thì cách sắp xếp sau cho số lớn hơn 
cách sắp xếp trước. Vì cả hai biểu thức đều là các lũy thừa của cơ số 
nguyên bằng nhau, nên số lớn hơn sẽ tương ứng với mũ lón hơn. Khi 
nào thì ø# > 11a? Chia cả hai về của bắt đẳng thức cho ø ta được: 


a#~} > 11, 


Dễ thấy a“~1 chỉ lớn hơn 11 với điều kiện ø lớn hơn hoặc bằng 4, vì 
4-1! > 11 còn 32 < 11. 

Bây giờ thì những bất ngờ gặp phải khi giải các bài toán trước đã 
trở nên đễ hiểu: đối với 2 và 3 thì cần chọn một cách sắp xếp, từ 4 trổ 
lên thì chọn cách sắp xếp khác. 


1.17. Với bôn số 1 


Bài toán. Không dùng dấu phép toán, với bỗn chữ số 1, viết số lớn nhắt 
có thể được. 


Giải. SỐ 1111 nảy ra một cách tự nhiên trong đầu không đáp ứng yêu 
cầu của bài toán, vì lũy thừa 111! lớn hơn nó nhiều lần. 
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việc tính số 11!! này bằng cách nhân 11 với chính nó hàng chục 
lần dành cho ai có đủ kiên nhân. Có thể tính nó rất nhanh bằng bảng 
JogarIt. 

số này lớn hơn cả 285 tỷ do đó lón hơn số 1111 những hơn 2? 


triệu lần. 


1.18. Với bốn số 2 


Bài toán. Ta tiêp tục phát triển bài toán đang xét và đặt câu hỏi cho 
bốn chữ sô 2. Xếp bốn chữ số 2 như thế nào để được số lớn nhất? 


Giải. Có tât cả 8 cách xếp khác nhau với bôn sô 2: 


370000010) 0n) 
2922 2222 2229 222), 
Số nào lớn nhất trong tám số đó? 
Đầu tiên ta xét hàng trên: 
Số thứ nhất - 2222 - tất nhiên nhỏ hơn ba số kia. Muốn so sánh 
hai số tiếp theo, 2222 và 2222, ta biến đổi số đăng sau: 
D2 7n ốc hen (227) HỆ QUÁ. 
Số sau này lớn hơn 2222 vì cả cơ số và mũ của lũy thừa 4841! đều lớn 
hơn so với cơ số và mũ của lũy thừa 2222. 
Bây giờ so sánh 2222 với số thứ tư của dòng thứ nhất, tức là với 
2222, Ta có 2222 < 3222 = (25)22 — 2110 < 2222, Như vậy, số lớn nhất 
ở đòng trên là 2222. 


^ˆ .* ` 2s # 4 Ầ ` A ` Ẩ LÁ ° Ấ 
Bây giờ còn phải so sánh năm sô, là sô 22 và bôn sô tiệp theo: 
2 2 922 222 
22/585 208752307272 S0 
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Số cuỗi cùng chỉ bằng 218 bị loại ngay khỏi cuộc thí. Hơn nữa, số 
thứ nhất của dãy này bằng 22 nhỏ hơn 324, tức là 229, và nhỏ hơn 
hai số tiếp theo. Do đó chỉ còn cần so sánh ba số đều là lũy thừa của 
2. Tắt nhiên số lớn hơn sẽ là lũy thừa của 2 với số mũ lớn hơn. Nhưng 
trong ba số mũ: 222, 222 = 484, và 2?2 = 22. (21992 ~ 4 - 105, thì số 
mũ cuối cùng rõ ràng là lớn nhất. Vì vậy số lớn nhất có thể biểu diễn 
bởi bốn số 2 là: 

22”, 


Không dùng bảng logarit, chúng ta có thể tự hình dung một cách 
gần đúng về độ lón của số này nêu dùng đẳng thức gần đúng 219 ~ 
1000. Thật vậy, 

222 — 220.22 ~ 4. 108 


a2? xŠ 24000000 > 101 200 000 


Như vậy, số này có những hơn một triệu chữ số! 
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Chương 2. 
Ngôn ngữ của đại sô 


2.1. Nghệ thuật lập phương trình 


Ngôn ngữ của đại số là phương trình. “Để giải đáp một câu hỏi 
liên quan đến các sô hoặc các quan hệ giữa các đại lượng, chỉ cần 
phiên dịch bài toán từ ngôn ngữ thông thường sang ngôn ngữ đại số” 
- nhà bác học vĩ đại Newton đã viết như vậy trong cuỗn sách giáo 
khoa đại số của ông nhan để Số học phổ cập. Newton đã chứng tỏ 
qua các thí dụ cách phiên dịch từ ngôn ngữ thông thường sang ngôn 
ngữ đại số. Đây là một trong những thí dụ đó: 
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Ngôn ngữ bình thường Ngôn ngữ đại số 
Một thương gia có một số tiền 
nào đó F 
Năm đầu anh ta tiêu hết 100 


Ậ x.. z — 100 
pound (một đơn vị tiền tệ) 


Và tăng thêm vào số còn lại z—100 4z — 400 
x À À) y8 : (z — 100) + ———— = ————— 
một phần ba lần của nó 3 3 
Năm sau anh ta lại chi tiêu 4z — 400 ï 4z — 700 
hết 100 pound 3 rên ph Ổ 
Và lại tăng thêm vào số còn 4z— 700__ 4z — 700 16z — 2800 
lại một phần ba của nó 3 E 9 ” 9 
Năm thứ ba anh lại chỉ tiêu 16z — 2800 100 16z — 3700 
hết 100 pound 9 ” s— 9 
Và lại tăng thêm vào số còn 16z-— 3700  16z—3700 6z — 14800 
lại một phần ba của nó 90 TT?» — #ị 
Vốn của anh ta đã gấp đôi số 64 — 14800 
h : — ——=2z 
vôn ban đâu 27 


Muôn tính vốn ban đầu của thương gia chỉ còn phải giải phương 
trình cuối cùng. 

Nhiều khi, giải phương trình là việc không khó, lập phương trình 
theo các điều kiện của bài toán đã cho mới là khó hơn. Các bạn đã 
thầy, nghệ thuật lập phương trình thực chất là kỹ năng phiên dịch 
“từ ngôn ngữ thường ngày sang ngôn ngữ đại số”. Nhưng ngôn ngữ 
của đại số rất ít lời, bởi vậy không phải mỗi câu nói thông thường 
đều có thể dễ dàng dịch ra sang ngôn ngữ này. Việc dịch sẽ vắp phải 
những khó khăn khác nhau, mà bạn đọc sẽ nhận thấy qua một loạt 
các ví dụ về lập phương trình bậc nhất nêu ra sau đây. 
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2.2. Cuộc đời của Diophant 


Bài toán. Lịch sử còn giữ lại cho chúng ta rất ít về tiểu sử của nhà 
toán học cổ đại nổi tiếng Diophant xứ Alexandria (Diophantus theo 
tiếng Anh, Diophante theo tiếng Pháp, tiếng Việt hay phiên âm thành 
Đi-ô-phăng). Những điều chúng ta được. biết về ông là qua những 
dòng chữ ghi trên bia mộ ông, viết dưới hình thức một bài toán. 
Chúng tôi nêu lại những dòng đó: 


Bằng ngôn ngữ thông thường Bằng ngôn ngữ của đại số 
Hỡối người đi qua đường! Đây là mộ của 
Diophantus, với những con số cho biết về 
cuộc đời Ông 


le) 


Một phân sáu cuộc đời là tuổi niên thiếu 
huy hoàng 
Một phẳn mười hai nữa trôi qua, và căm 
đã phủ râu 


=9 |©l8 


Rỗi một phần bảy cuộc đời trôi qua trong 
một cuộc hôn nhân không có con 


¬l9 


Năm năm nữa trôi qua, và ông sung 
sướng có cậu con trai đầu lòng khôi ngô 
sinh ra 
Nhưng cậu ta chỉ sống lâu được bằng 
nửa cuộc đời của cha 


Cr 


Với nỗi buôn thương sâu sắc, ông sông 
thêm được 4 năm nữa sau khi người con  z = 
la đời 

Bạn hãy tính xem Diophant hưởng thọ bao nhiêu tuổi? 
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Giải: SÔNG c th 5 _ 
+ 611 TT N Ơg TẾ 


"7a nh. 
84 84 84 84 


T0 — 0+ 
84 84 

Sau khi giải phương trình ra đáp SỐ ø = 84, ta biết những đặc 
điểm đặc điểm sau đây về tiểu sử của Diophantus: 


suy ra 9 = z — 


Ông lây vợ năm 21 tuổi, trỏ thành ông bố năm 38 tuổi, mất đứa 
con trai năm ông 80 tuổi và ông mât lúc 84 tuổi. 


2.3. Ngưa và la 


Bài toán. Bài toán cổ sau đây cũng dễ chuyển từ ngôn ngữ thông 
thường sang ngôn ngữ của đại số: 

Ngựa và la đi cạnh nhau cùng chở vật nặng trên lưng. Ngựa than 
thở về hành lý quá nặng của mình. La đáp: “Cậu ca thán nỗi gì? Nếu 
tôi lấy của cậu một bao tải thì hành lý của tôi gắp đôi của cậu. Còn nếu 
cậu lấy từ trên lưng tôi một bao tải thì hành lý của cậu mới bằng của 
tôi”. Hãy tính xem, hối các nhà toán học thông thái, ngựa mang mắy 
bao tải và la mang mẫy bao tải?. 


.3.a 


Giai. 
Nếu tôi lây của cậu một bao +—1 
hành lý của tôi + l1 
sẽ nặng gấp đôi của cậu - +1 = 2(+ -— 1) 
Còn nếu cậu lấy ở trên lưng tôi một bao — Ì 
thì hành lý của cậu z-+l 
sẽ băng của tôi u—1=z+l1 
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Ta quy bài toán về hệ phương trình hai ấn: 


=2(z— 2.„—p=3 
-+1= 2 —1) Hãy Z — 
—l=z+] Ự—# = 2 


Giải ra ta được z = 5,  = 7. Ngựa chở 5 bao tải, la chỗ 7 bao tải. 


2.4. Bốn anh em 


Bài toán. Bốn anh em có 45 ruble!, Nếu tăng số tiên của người thú 
nhất thêm 2 ruble, giảm số tiền của người thứ hai đi 2 ruble, tăng s 
tiễn của người thứ ba lên gấp đôi, giảm số tiền của người thứ tư đi 2 
lần thì số tiền của mọi người bằng nhau. Mỗi người có bao nhiêu tiền? 
Giải. 


Bốn anh em có 45 ruble z++y+z+t=4ã5 
Nếu tăng số tiền của người thứ nhất thêm 2 -. 

ruble 

Giảm số tiền của người thứ hai đi 2 ruble ụ— 2 

Tăng gấp đôi số tiền của người thứ ba 2z 


Giảm số tiển của người thứ tư đi 2 lần 
` Á V2 2 ° `„e M b 
thì số tiền của mọi người bằng nhau z+2—=u-2=2:=_ 
 ——--.-=-.-:ẽ=ẽ..-ẽ-.- 
Tách phương trình cuôi thành ba phương trình riêng biệt: 


t 
z+2=t—-2, z+2=2z, SP HụPh DI 


SUY ra ụ=x+4, 2= t=2+z+4. 


! ruble là đơn vị tiển của Nga, và 1 ruble = 100 kopek - N.D. 
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Thế vào phương trình đâu, ta được: 


zœ+2 
z+z+4+ 7< +2z+4= 45, 


suy ra z = 8, từ đó tiếp tục suy ra:  = 12, z = 5ð, ý = 20. 
Như vậy bốn anh em lần lượt có: 8, 12, 5 và 20 ruble. 


2.5. Hai con chim bên bờ sông 


Bài toán. Một nhà toán học Ả Rập thê kỷ XI đã đưa ra bài toán sau: 

Hai cây cọc mọc đôi diện nhau ở hai 
bên bờ sông. Một cây cao 30 khuýu tay, 
còn cây kia cao 20 khuỷu tay, khoảng 
cách giữa hai gốc cây là 50 khuỷu tay. 
Trên đỉnh mỗi cây có một con chỉm. Bỗng 
nhiên cả hai con chỉm đều nhìn thấy một 
con cá bơi trên mặt nước giữa hai cây; 
chúng cùng bổ nhào xuỗng con cá và 
cùng đạt đến đích một lúc (hình 4). Hỏi 
khoảng cách từ gốc cây cao hơn đến con 
cá là bao nhiêu? 


Giải. Theo sơ đổ mô tả bài toán (hình 
5), dùng định lý Pythagoras, ta có: 
AB? =30?+z?, AC2 = 202+(50—z)). 

Nhưng 4Ö = AC (hai con chim bay 
những khoảng cách đó với thời gian 
bằng nhau, và ta coi rằng chúng bay 
với cùng một vận tốc), cho nên: 


30” + z? = 202 + (50 — z)2. 
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Khai triển và rút gọn ta được phương trình bậc nhất: 
100z = 2000 ÂẦ© z = 20. 


Vậy con cá xuất hiện cách gốc cây cọ cao 30 khuỷu là 20 khưỷu, 


2.6. Cuộc dạo chơi 


Bài toán. 

- Ngày mai anh qua nhà tôi chơi nhé, - ông bác sĩ già nói với mộ: 
người quen. 

- Cám ơn bác. Tôi sẽ đi lúc ba giờ. Có thể bác cũng nên đi dạo chơi, 
và cũng xuắt phát vào lúc ấy, chúng ta sẽ gặp nhau ở giữa đường. 

- Anh quên rằng tôi đã già, mỗi giờ tôi chỉ đi được vẻn vẹn 3 km, 
anh thì còn trẻ, đi chậm nhắt cũng được 4km một giờ. Anh có thể chiếu 
cô tôi một chút không? 

- Đúng. Vì tôi đi nhanh hơn bác mỗi giờ 1km, để chúng ta bằng 
nhau, tôi cho bác 1 km đó, tức là tôi sẽ đi sớm hơn bác một phần tư giờ. 
Được chứ! 

- Bác lịch thiệp lắm, - ông già vội vàng đông ý. 

Người trẻ tuổi làm đúng như vậy: ra đi lúc ba giờ kém mười lăm và 
đi với vận tốc 4km một giờ, Còn người thầy thuốc ra đi đúng lúc ba giờ 
và đi với vận tốc 3 km một giờ. Khi họ gặp nhau, người già quay trở lại 
nhà mình cùng với người trẻ. 

Khi về đến nhà mình, người trẻ tuổi nhận thấy rằng, do một phần 
tư giờ chiếu cô mà anh ta đã đi tắt cả (cả đi lẫn về) không phải gắp hai 
mà là gắp bỗn lẳn ông bác sĩ. 


Từ nhà ông bác sĩ đến nhà người quen trẻ bao xa? 
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Giải. Gọi khoảng cách giữa hai nhà là z (km). Người trẻ đi tất cả 2z, 
ÿ `". Ậ Ầ 2 1é my Tự Á z Ậ Sỉ c đ 
bác sĩ đi ít hơn bôn lân tức là 5: Từ lúc xuât phát cho đên khi gặp 


⁄ “#: „ ° ^ 2 ~ ` 2 ` bó ` T ` 
nhau, bác sĩ đã đi được một nửa quãng đường của mình, tức là 1; còn 


*_.s tả ` P` X ` ° z ` 3Z z ~ ~ ° ` \ 
người trẻ đi phân đường còn lại tức là P Bác sĩ đã đi phân đường 
t¿ ` È «` `,e ?2 ° À ` tr ` XÃ, 
của mình trong - giò, người trẻ đi phân đường của mình trong _ 


Nus 2 ` ^ ` tÀ , “ 1 xÄ 
giờ. Ta biết người trẻ đi trên đường nhiều hơn bác sĩ 1 gIỜ. Ta có 
phương trình 

Để. đ 1 


16 12 4 
suy ra + = 2.4 km. 


Khoảng cách từ nhà người trẻ đến nhà bác sĩ là 2,4 km. 


2.7. Hợp tác xã cắt cỏ 


Bài toán. Nhà vật lý nổi tiếng A.V Tsinger (1870-1934) trong hỏi ký 
về L.N. Tolstoy đã kể một bài toán sau đây mà nhà văn vĩ đại rât 
ưa thích: Một hợp tác xã làm cỏ phải cắt cỏ hai cánh đồng, cánh đông 
này TỘng sắp đôi cánh đông kia. Hợp tác xã làm việc nửa ngày trên 
cánh đông lớn, sau đó chia làm đôi: nửa thứ nhất ở lại trên cánh đồng 
lớn và làm đến tối thì xong, nửa thứ hai cắt cỏ trên cánh đồng nhỏ đến 
tối còn lại một phần, hôm sau một xã viên làm một ngày nữa thì xong. 
Hỏi có bao nhiêu người cắt cỏ trong hợp tác xã? 

Giải. Ngoài ẩn số chính - số người cắt cỏ mà ta gọi là z - nên đưa 
thêm một ẩn số phụ là diện tích có mà một xã viên cắt được tron§ 
một ngày, gọi nó là . Tuy bài toán không yêu cầu phải tính , nhưng 
nó sẽ làm cho việc tìm ấn số chính trở nên dễ dàng hơn. 
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Hình 6: Hợp tác xã cắt cỏ. 


Ta tính diện tích của cánh đồng lớn theo z và g. Tắt cả xã viên 
làm việc trên đó nửa ngày; họ cắt được 
1 +ụ 


Chỉ có nửa hợp tác xã làm việc trên đó trong nửa sau của ngày 
„1x Ý _x~. vÀ h2 
tức là 5 Xã viễn; họ cắt được 


Vì đến tôi thì họ cắt hết cỏ trên cánh đồng này, cho nên diện tích 
của cánh đồng này bằng: 
ZU , ®U _ ŠzU 


— _—=—= ——— 


2 4 4- 
, .°A , 2 , P` 2 ` L¿ Mh ~ .ˆA vZ 
Ta tính diện tịch của cảnh đồng nhỏ theo z và . Có ' xã viên cắt 


, 2 ` ` K .ˆ^ , 4h 1 M” 
nó trong nửa ngày và cắt được diện tích 5. ớ 


3= -r- Ta thêm vào 
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đó phần chưa cắt xong chính bằng z (diện tích cắt được của 1 xã viên 
trong 1 ngày) và được diện tích cánh đồng nhỏ: 


+1 + +4 
.<= U J 


4 4 


Câu “cánh đồng thứ nhất rộng gắp đôi cánh đồng thứ hai” cho ta 
phương trình: 


4 4 
Chia cả hai về cho y rồi nhân với 4, ta được: 


J#Ụ — 2 zụ + 4ụ 


#7 = 2ø 28, 


suy ra + = 8. Vậy trong hợp tác xã có 8 người cắt cỏ. 

Theo lời kể của giáo sư A.V Tsinger, trong số các bạn bè của cha 
của giáo sư thời đi học ngành sư phạm có một sinh viên tài ba và độc 
đáo tên là Petrov. Anh sinh viên Petrov đó (về sau chết sớm vì bệnh 
lao) khẳng định rằng người ta đã làm hại học sinh khi dạy chúng 
những bài toán khuôn sáo và những phương pháp giải khuôn sáo 
trong các bài giảng về số học. Để khẳng định tư tưởng này của mình, 
Petrov đã nghĩ ra những bài toán mà do tính không khuôn sáo của 
chúng, đã gây khó khăn cho các “thầy giáo giỏi có kinh nghiệm”, 
nhưng lại được các học sinh khá còn chưa bị việc học hành làm hỏng 
đi, giải một cách đễ dàng. Bài toán trên về hợp tác xã làm cỏ chính 
là một trong những bài toán mà Petrov đã biên soạn. 

Tắt nhiên, các giáo viên có kinh nghiệm có thể giải bài toán trên 
dễ dàng bằng cách lập phương trình, nhưng họ rất lúng túng trong 
việc tìm lời giải số học đơn giản. Trong khi đó, bài toán đơn giản đến 
mức thực ra chẳng cần đến công cụ đại số. 

Nếu cả hợp tác xã cắt cỏ nửa ngày ở cánh đồng lớn và nửa hợp 
tác xã cắt nửa ngày nữa ở đây thì rõ ràng trong nửa ngày một nửa 
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L2 ~ 4 1 Là # ⁄ ^ 2 2 ` 
hợp tác xã cắt được - cánh đồng lớn. Do đó, trên đồng cỏ nhỏ còn 
° P v ` 1 1 1 LẠ Lễ ˆ^ `. ¿ 2 
lại phân chưa cắt băng j cánh đồng lớn. Một người cắt cỏ 
^ ` 1 La L4 ` ~ KÀ 
trong một ngày được P cánh đồng lớn, vả phần đã cắt được trong 
` Ẳ k ` L4 ~ È 1 8 LA cH, ^ rA 
ngày đầu của toàn hợp tác xã băng 1 + PINg cánh đồng lớn, nên số 
người cắt cỏ là 8. 

Tolstoy - người suốt đời yêu thích các bài 
toán nhanh trí nhưng không đến nỗi quá rắc 
rồi đã qua cha tôi mà biết được bài toán này 
từ thời trẻ. Khi tôi có địp trao đổi với Tolstoy 
về bài toán này thì ông đã già. Ông rất thích 
thú về chuyện chỉ cần dùng một hình vẽ đơn 
giản (hình 7) để giải nó là bài toán trổ nên rất 
rõ ràng và sáng sủa. 

Dưới đây chúng ta sẽ còn gặp một số bài 
toán nêu nhanh trí một chút sẽ giải được bằng 
sô học đơn giản hơn bằng đại số. 


2.8. Bò ăn có 


“Các bài toán có ích hơn là các quy tắc trong việc nghiên cứu 
khoa học” - Newton đã viết như vậy trong sách Số học phổ cập, và đã 
đưa ra hàng loạt các ví dụ đi kèm với những chỉ dẫn lý thuyết. Trong 
sỐ các ví dụ đó có bài toán về bò ăn cỏ, tiễn thân của một loại bài 
toán số học độc đáo, như bài toán sau đây: 

Bài toán. Cỏ trên toàn bộ cánh đông mọc dày và nhanh như nhau. 
Biết rằng 70 con bò ăn hết cỏ trong 24 ngày, còn 30 con thì ăn hết cỏ 
trong 60 ngày. Hỏi bao nhiêu con bò thì sẽ ăn hết cỏ trong 96 ngày? 
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Hình 8 
Bài toán này là để tài cho một câu chuyện hài hước kiểu như 
chuyện Gia sư của nhà văn Chekhov. Hai cậu học sinh được giao đề 
toán đó đã không giải được và thắc mắc: 


- Lạ nhỉ, - một trong hai cậu nói - nêu 70 con bò ăn hết cỏ trên 
cánh đồng trong 24 ngày, thì bao nhiêu con bò sẽ ăn hết chỗ cỏ đó 
trong 96 ngày? Tất nhiên là : của 70, hay XỆ con bò... Thật vô lý, 
sao lại có nửa con bò! Còn nêu 30 con bò ăn hết cỏ trong 60 ngày thì 
bao nhiêu bò ăn hết chỗ cỏ đó trong 96 ngày? Số bò phải là 18 và ) 
con, thậm chí còn tệ hơn! Thêm nữa, nêu 70 con bò ăn cỏ trong 21 
ngày thì 30 con bò sẽ ăn hết chỗ cỏ đó trong 56 ngày chứ không phải 
60 như bài toán đã nêu. 

- Cậu đã tính đến chuyện cỏ mọc tiếp ra hay chưa? - cậu kia hỏi. 

Điều nhận xét là hợp lý: cỏ không ngừng mọc lên, nêu không tính 
đến điều này thì không những không giải được bài toán mà ngay giả 
thiết của bài toán đã tỏ ra tự mâu thuẫn. 


Vậy thì bài toán được giải như thế nào? 
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Giải. Ở đây, ta sẽ đưa vào một ẩn số phụ g biểu thị khối lượng cỏ mọc 
thêm mỗi ngày so với toàn bộ lượng cỏ ban đầu. Một ngày cỏ mọc 
thêm g, trong 24 ngày mọc thêm 24y; nếu lấy khối lượng cỏ ban đầu 
tổng cộng là 1, thì trong vòng 24 ngày bò đã ăn 


1 + 24g. 


Trong một ngày cả đàn (70 con) đã ăn: 


1+ 24w 
24 7 


và một con đã ăn 
l+ 24 
24.70- 
Tương tự như vậy, nêu 30 con ăn cỏ cũng trên cánh đồng ấy trong 
60 ngày thì từ đó suy ra trong một ngày một con đã ăn: 
l1 +60 
30 - 60 ˆ 


Số cỏ mỗi con bò ăn trong một ngày của hai đàn là như nhau, cho 
nên ta có phương trình bậc nhất 
l+24ụ _ 1+660y 
24-70 30-60” 
giải ra ta được 
1 
#” 280) 
Sau khi tìm được (lượng cỏ mọc thêm mỗi ngày so với toàn bộ 
số cỏ ban đâu), dễ dàng tính được phần cỏ mà một con bò ăn được 
trong một ngày: 


1 


1+2 `2“ 8g 1 
24 - 70 24-70 1600” 
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Sau cùng, ta lập phương trình cho lời giải cuỗi cùng của bài toán: 
nếu số bò phải tìm là z, thì: 


1 
1+86- 0D 1 


96 1600” 
suy Tả 2 = 20. 


20 con bò sẽ ăn hết cỏ trong 96 ngày. 


2.9. Bài toán cúa Newton 


Bây giờ ta xét đến bài toán Newton về đàn bò, mà theo mẫu của 

nó bài toán phía trên đã được nghĩ ra. Bài toán không phải do chính 
Newton nghĩ ra, mà nó là sản phẩm sáng tạo của quần chúng. 
Bài toán. Ba cánh đồng phủ đây cỏ có độ dày và tốc độ mọc như nhau, 
có điện tích là 3s ha, 10ha và 24ha. 12 con bò ăn hết cỏ ở cánh đông 
thứ nhắt trong 4 tuần; 21 con bò ăn hết cỏ ở cánh đồng thứ hai trong 
9 tuân. Bao nhiêu con bò sẽ ăn hết cỏ của cánh đông thứ ba trong 
18 tuần? 


Giải. Ta gọi lượng cô ban đầu trên 1ha là 1 (đơn vị cỏ), và gọi 

lượng cổ mọc thêm trên lha trong một tuần là ;. Lượng cỏ trên 

⁄ # rÀ « 1 ^ ` ` Ẫ À ` 

cánh đồng thứ nhât tăng 3s9 trong một tuần, và trong bôn tuân là 
40 


1 2 ` \ ~ w ^ z Ằ 
3. -- 1= Ta Tổng lượng có mà 12 con bò đã ăn trên cánh đồng 


thứ nhất trong 4 tuần (kể cả lượng cỏ ban đầu và mọc thêm) bằng 


gu 
378” 
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Như vậy, mỗi con bò trong một tuần ăn hết một lượng có bằng 


1 40y 10 + 40y 
3b lý (214) == 
(š;+ 3 ì kh nỊ 144 


Tương tự như vậy, ta tìm được một công thức khác về lượng có 
mà một con bò ăn hết trong một tuần, căn cứ vào những dữ kiện đã 
cho trên đồng cỏ thứ hai: 

Độ cỏ tăng một tuần trên 1 ha = 

Độ cỏ tăng 9 tuần trên 10 ha = 9 - 10 = 90. 

Lượng cỏ mà 21 con bò ăn hết trong 9 tuần trên đồng có 10ha 
này là 10 + 90g. Lượng cỏ mà một con bò ăn trong một tuần là 

10+90y  10+90y 
9.21 189 ` 
Hai con số về lượng cỏ mà bò ăn trong một tuần phải bằng nhau, 


nên ta có phương trình 
10+40y _ 10+ 90y 


144 189 
Giải phương trình này ta được 1 = 
Lượng có mà một con bỏ ăn hết trong một tuần bằng 
1 
10+40-—  ø 


10 + 40 _ 192 _ 
144 144 — 54 


Số bò (gọi là z) mà đồng cỏ thứ ba rộng 24 ha đủ nuôi trong 18 
tuần bằng tổng lượng cỏ (đã có và mọc ra của đồng cỏ trong 18 tuần) 
chia cho lượng cỏ mà một con bò ăn hết trong 18 tuần, tức là chia 
cho S 18= : : 1 

24+ 24- 18: 12 
„=———>——*^ =36. 


C5 | Ct 


Đồng cỏ thứ ba có thể nuôi 36 con bò trong 18 tuần. 
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2.10. Hoán vị kim đồng hồ 


Bài toán. Một lần, để làm khuây khỏa bạn mình khi đau ôm, 
Alexander Moszkowski, nhà viết tiểu sử và là bạn của nhà bác học 
Albert Einsteim, đã nêu ra cho Einstein bài toán sau (hình 9): 

- Chúng ta lấy - Mosskowski nói - vị 
trí của kim lúc 12 giờ. Nếu ở vị trí này h 
kừm lớn và kừm nhỏ đổi chỗ cho nhau 
thì chúng vẫn chỉ đúng giờ đây. Nhưng ở 
các thời điểm khác, ví dụ như vào lúc 6 
siờ, thì sự hoán vị vị trí của hai kưn sẽ 
dẫn đến vô lý, vì không một chiếc đồng 
hồ chạy đúng nào có lúc có các km năm “ 
ở vị trí như thế: kim phút không thể chỉ 
số 6 khi kừn giờ chỉ 12. Nảy sinh ra một 
câu hỏi: những khi nào thì các kừm ở vị Hình 9 
trí mà sự hoán vị chúng dẫn đến một vị 
trí có thể có được trên một chiếc đông hô không bị hỏng? 

- Hay! Bài toán này rắt thích hợp với người phải nằm trên giường 
bệnh: khá lý thú và không quá dễ. - Einstein đáp. - Tôi chỉ sợ là cuộc 
tiêu khiển không kéo dài được lâu: tôi đã bắt đầu giải rỗi đấy. 

Và, hơi nhốm lên khỏi giường, bằng một vài nét vạch, ông vẽ trên 
giấy một sơ đô biểu thị dữ kiện bài toán. Để giải bài toán, ông không 
cần nhiêu thời gian hơn thời gian phát biểu bài toán... 

Vậy giải bài toán này như thế nào? 


.-.^?e 


Giải. Như mô tả trên hình vẽ, ta sẽ gọi khoảng cách, theo hướng 
thuận kim đồng hồ, từ điểm có chữ số 12 đến các điểm chỉ của kim 
giờ là z và kim phút là , đo bằng số các “vạch giờ”. (Mỗi “vạch giờ” 


là 


ả 15 vòng tron). 
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Khi kim giò cho khoảng cách z (0 < z < 12); thì có nghĩa là thời 
điểm lúc đó là z giờ (tính cả phần lẻ). Khi kim phút cho khoảng cách 
ụ thì có nghĩa là số phút lúc đó là 5+ vì mỗi vạch giờ ứng với 5 phút; 
phần lẻ của giờ lúc đó là 1: Như vậy số 


„— — 


12 
là một số nguyên từ 0 đến 11 (bằng số giờ không kể phần lẻ). 
Khi các kim đổi chỗ cho nhau, và vẫn cho được một vị trí hợp lệ 
của kim đồng hỏ, thì có nghĩa là số 


Hú 


VI 


cũng là một số nguyên từ 0 đến 11. Ta có hệ phương trình 


Ụ _ 
#=n =ứờ 

“=n 
Ụ PNNNG, 


trong đó mm và n là những số nguyên từ 0 đến 11. Giải hệ trên, ta 
được: 
me 12(12m + n) Me 12(12n + m) 
143 ỉ 143 

Cho mm và n các giá trị từ 0 đến 11, ta xác định được mọi vị trí 
có thể của kim. Vì có 12 chọn lựa cho giá trị của m và 12 chọn lựa 
cho giá trị của nø cho nên số tất cả các lời giải bằng 12 - 12 = 144. 
Nhưng thực ra chỉ có 143 lời giải khác nhau, vì khi r„ = 0, n = 0 và 
khi mm = 11, œ = 11 ta có cùng một vị trí của các kim. 

Thật vậy, m = 11, ø = 11 ta có: 


1= l2, U= 12, 


tức là đồng hỗ chỉ 12 giờ như trong trường hợp mm = 0, n = 0. 
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Ta sẽ không xét tất cả các vị trí có thể, mà chỉ lấy hai thí dụ. 
Thí dụ thứ nhất: m = 1, n = 1, 


“. `. 
"143 T1” [1P 


tức là đồng hồ chỉ 1 giờ - phút; ở thời điểm này các kim trùng nhau; 
tắt nhiên chúng có thể đổi chỗ cho nhau (cũng như ở mọi vị trí trùng 
nhau khác). 

Thí dụ thứ hai: mm = 8, ò = 5, 


12-(5 + 12-8) 
SIENINNENETLTWNEASA x0 

12-(8+ 12-5) 
u=-— — 5,706, 


Các thời điểm tương ứng: 8 giờ 28,53 phút và 5 giờ 42,38 phút. 

Ta đã biết số lời giải là 143. Muôn tìm tắt cả các vị trí đòi hỏi 
của kim, chỉ việc chia đường tròn mặt đồng hỗ thành 143 phần bằng 
nhau, ta có 143 điểm là những điểm phải tìm: Các vị trí của kim thỏa 
mãn điều kiện của bài toán sẽ phải chỉ đúng vào các điểm đó. 


2.11. Sự trùng nhau của các kim đồng hỗ 


Bài toán. Trên một chiếc đồng hỗ đúng có bao nhiêu vị trí kim giờ và 
kứm phút trùng nhau? 


Giải. Ta có thể dùng phương trình đã tìm được ở bài toán trước, với 
thêm điều kiện là z = g, vì khi kim giò và kim phút trùng nhau thì 


tắt nhiên chúng có thể đổi vị trí cho nhau. 


52 


Ta được phương trình z — 12 = m, với lời giải là 


trong đó m là số nguyên từ 0 đến 11. 

Tương tự như trong bài toán trước, từ 12 giá trị có thể của m, ta 
có được không phải 12 mà chỉ 11 vị trí khác nhau của kim, vì n = 0 
và mm = 11 cho cùng một lời giải (hai kim chỉ vào số 12). 


2.12. Trò ảo thuật đoán số 


Bạn chắc đã từng chơi “trò ảo thuật” đoán số. Người làm ảo thuật 
thường đề nghị bạn làm các phép tính sau: nghĩ ra một số, cộng thêm 
vào 2, nhân với 3, trừ đi 5, trừ tiếp số nghĩ ra ban đầu, v.v. Sau đó 
người làm ảo thuật hỏi bạn kết quả cuỗi cùng. Nhận được trả lời, rất 
nhanh anh ta báo cho bạn biết con số ban đầu mà bạn đã nghĩ ra. 

Bí mật của “trò ảo thuật” này đĩ nhiên rất đơn giản nêu ta đặt nó 
thành các phương trình: 


————- 


nghĩ ra một sô + 

cộng thêm 2 | +2 
nhân với 3 3z +6 
trừ đi 5 3z+1 
trừ đi số nghĩ ra 2z+1 
nhân 2 4z + 2 
trừ đi 1 4z + 1 


` 2 ˆ^ ^ À ? « 9 ° ` 
Sau đó, người làm ảo thuật yêu câu bạn nói ra kết quả cuỗi cùng, 
anh ta liển nói được số mà bạn đã nghĩ ra. Anh ta làm thê nào vậy? 
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Để làm rõ điều này, ta hãy chú ý vào cột thứ hai của bảng của 
một ví dụ minh họa, ở đó những lời nói của người ảo thuật đã được 
chuyển thành ngôn ngữ đại số. Theo cột này thì ta thấy rõ, nều bạn 
đã nghĩ ra số z nào đó thì kết quả cuồi cùng sau tắt cả các phép tính 
sẽ là 4z + 1. Khi biết được như thế, chẳng khó khăn gì mà không 
“đoán” ra được số ban đầu. 

Ví dụ, giả sử bạn báo cho người làm ảo thuật số cuối cùng là 33, 
anh ta sẽ tính nhẩm rất nhanh phương trình 4+ + 1 = 33 và tìm ra 
= = 8: lẫy kết quả trừ đi 1 (33 — 1 = 32) rồi chia cho 4 (32 : 4 = 8) 
được số nghĩ ra là 8. Nêu bạn thông báo kết quả là 25 thì người làm 
ảo thuật sẽ tính nhẩm 25 — 1 = 24, 24 : 4 = 6 và cho bạn biết số mà 
bạn đã nghĩ ra là 6. 

Như ta đã thấy, tất cả rất đơn giản, người làm ảo thuật đã biết 
trước phải làm tính như thế nào với kết quả nêu ra để tìm được số 
ban đầu. 

Khi đã hiểu điều này, bạn có thể đóng vai nhà ảo thuật, và còn 
làm cho người xem ngạc nhiên hơn nữa, khi để nghị họ tự đặt ra các 
phép tính tùy thích. Ví dụ, bạn đề nghị người xem nghĩ ra một số tự 
nhiên rồi thực hiện một loạt phép tính cộng và nhân với những số 
khác do anh ta tự đưa ra, theo thứ tự bất kỳ (không nên chia, vì chia 
ra số lẻ tính toán phức tạp hơn), Người xem sẽ làm nhiều phép tính 
cho bạn rồi óc lên. Ví dụ, người xem nghĩ ra số 5 (số này giữ bí mật 
không nói cho bạn biết), rồi trong quá trình thực hiện các phép tính 
anh ta nói: 

- Tôi đã nghĩ ra một số ... tôi nhân nó với 2 ... cộng thêm vào 3... 
cộng kết quả với số nghĩ ra ban đầu ... bây giờ tôi cộng thêm vào 1... 
tôi lại nhân tiếp với 2... trừ đi số nghĩ ra ban đầu ... trừ đi 3... lại trừ 
đi số nghĩ ra ... rồi trừ đi 2... cuối cùng, tôi nhân kết quả với 2, rồi 
thêm vào 3. 
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Sau khi đã làm cho bạn “rối” lên như vậy, người xem với vẻ đắc 
thắng báo cho bạn biết kết quả là 49. Nhưng bạn lại tính ra ngay được 
con số ban đầu mà anh ta nghĩ ra là 5. 

Bạn sẽ làm như thế nào? Bây giờ việc đó thật đễ hiểu. Khi anh 
kia nói cho bạn biết về các phép tính anh ta thực hiện với số nghĩ ra, 
bạn đồng thời cũng tính nhẩm. Khi anh ta nói “Tôi đã nghĩ ra một 
số...” thì bạn tự lặp lại “lây một số +”. Anh kia nói ^... nhân nó với 
2...” (và anh ta tự mình làm tính nhân), còn bạn làm phép tính “bây 
giờ là 2z”. Anh ta nói “... cộng 3 vào kết quả”, bạn cũng lập tức làm: 
2z + 3, v.v... Cuối cùng, khi anh ta tưởng đã làm cho bạn rồi trí, và 
làm xong các phép tính đã kể trên, bạn sẽ thu được kết quả như bảng 
dưới đây (cột bên trái là những lời nói của người xem, còn cột bên 
phải là những phép tính nhấm của bạn): 


Tôi nghĩ ra một số + 

nhân nó với 2 2z 

cộng 3 vào kết quả 2z+3 
cộng thêm số đã nghĩ ra 3++3 
cộng tiếp 1 3z++4 
nhân 2 lên 6x +8 
trừ đi số đã nghĩ ra 5+8 
trừ tiếp 3 5z + 5 
trừ tiếp số đã nghĩ ra 4x +5 
trừ tiếp 2 4z +3 
cuỗi cùng, nhân kết quả với 2 8z +6 
rôi cộng thêm 3 8z + 9 


Thế là bạn tự biết: kết quả bằng 8z + 9. Bây giờ người kia sẽ nói: 
“Tôi được 49”. Còn bạn đã có sẵn phương trình 8z + 9 = 49. Giải nó 
- việc này quá dễ - và bạn sẽ thông báo được ngay với người xem: 
cậu đã nghĩ số 5. 
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Trò chơi này thú vị ở chỗ, bạn không áp đặt các phép tính của 
mình, mà để cho người xem tự chọn các phép tính. 

Tuy nhiên, cũng có lúc trò ảo thuật không đạt kết quả. Ví dụ, nêu 
sau hàng loạt phép tính mà bạn (tự nhấm) được z + 14 và sau đó 
người xem lại nói: “... bây giờ tôi trừ đi số đã nghĩ ra và được kết quả 
là 14”, thì tức là bạn sẽ có: (z-+ 14) —z = 14. Trong trường hợp này ta 
được một hằng đẳng thức 14 = 14, chứ không được một phương trình 
nào hết để mà giải nó, và bạn rơi vào tình trạng không thể đoán được 
số đã nghĩ ra. Gặp trường hợp như vậy thì làm thê nào bây giờ?! Hãy 
xử lý như sau: vì trong kết quả không chứa ẩn số z, bạn hãy ngắt lời 
người xem: “Dừng lại, anh đang có kết quả là 14”. Điều đó sẽ làm cho 
người xem vô cùng ngạc nhiên, vì anh ta chưa hề tiết lộ với bạn một 
tí gì, thế mà bạn lại đã biết rõ tât cả! Vậy là mặc dù bạn chưa đoán 
được số ban đầu nhưng trò ảo thuật đã đạt được kết quả tuyệt vời! 

Ví dụ (cũng như trên kia, cột bên trái người xem): 


Tôi đã nghĩ ra một sô % 


cộng thêm 5 z + 12 
trừ đi số đã nghĩ ra 12 


Đúng lúc này, khi bạn có số 12, tức là lúc trong biểu thức không 
chứa ẩn số z, thì bạn phải ngắt lời người xem, báo cho anh ta biết: 
cậu đang có sỐ 12. 

Chỉ cần luyện tập một chốc là bạn có thể biểu diễn cho những 
người xung quanh những trò chơi như thê. 
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2.13. Điều tưởng chừng phí lý 


Bài toán. Sau đây là một bài toán tưởng chừng phi lý: 
84 bằng bao nhiêu nếu 8-8=54? 


Câu hỏi lạ lùng này thực ra hoàn toàn ‹ có ổ nghĩa, Bài toán có thể 
giải được bằng phương trình, và ta sẽ thử giải nó. 


Giải. Tất nhiên, 8 . 8 = 64 theo hệ thập phân, bởi vậy nếu số “54” 
ỏ trong bài toán cũng được viết theo hệ thập phần th không thể có 
được 8 - 8 = 54. Bởi vậy, ta hình dung là số “54” ở đây đã được viết 
theo một hệ cơ số khác. 

Giả sử cơ số của hệ đếm chưa biết là z. SỐ “54” có nghĩa là 5 đơn 
vị hàng thứ hai và 4 đơn vị hàng thứ nhất, tức là 5z + 4. Ta được 
phương trình 

5z +4 = 64, 


SUY Ta #z = == = 12. Số “84” cũng là viết theo hệ cơ sô z, tức là 
nó bằng 8 : 12 + 4 = 100. Vậy, nêu 8 - 8 = “54” thì “84”= 100. 
Một bài toán khác thuộc loại này, giải bằng cách tương tự: 


100 bằng bao nhiêu nếu 5 - 6 = 33? 


Trả lời: 81. (Cơ số của hệ đêm là 9). 


2.14. Phương trình đã nghĩ hộ ta 


Nếu bạn còn nghỉ ngờ về chuyện có những lúc phương trình thận 
trọng hơn bản thân chúng ta, thì bạn hãy thử giải bài toán sau: 
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Bài toán. Cha 32 tuổi, con 5 tuổi. Bao nhiêu năm nữa tuổi cha sắp 
mười tuổi con? 


Giải. Gọi sô năm phải tìm là z. Sau z năm cha sẽ 32 + z tuổi, con sẽ 
5 + z tuổi. Vì tuổi cha phải gấp mười tuổi con, ta có phương trình: 


32+ z = 10(5 +7). 


Giải ra ta được z = —2. 

“Sau âm hai năm” nghĩa là “hai năm trước”. Khi lập phương trình 
ta không ngờ rằng, trong tương lai tuổi của cha không bao giờ gấp 
10 lần tuổi của con — điều đó chỉ xảy ra trong quá khứ. Phương trình 
đã tỏ ra chín chắn hơn và đã nhắc nhở ta về sơ suât mắc phải. 


2.15. Những tình huông bắt ngờ 


Khi giải phương trình, có khi còn gặp những tình huông khiến cho 
những người ít kinh nghiệm lúng túng, ngỡ ngàng. Ta nêu vải thí dụ. 
I. Tìm số có hai chữ số có các tính chắt sau. Chữ số hàng chục nhỏ 
hơn chữ số đơn vị 4. Nếu đem số, viết bởi cũng những chữ số đó nhưng 
theo thứ tự ngược lại, trừ đi số phải tìm thì được 27. 
Gọi chữ số hàng chục là z, chữ sô hàng đơn vị là , ta đễ dàng lập 
được hệ phương trình để giải bài toán: 
z=u_-4 
(10 +) — (10z + g) = 27. 


Thế giá trị z rút ra từ phương trình thứ nhất vào phương trình 
thứ hai ta được: 


10 + ~— 4~ [10% - 4) + | = 27, 
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rút gọn lại thành: 86 = 27. 

Không những không xác định được giá trị của các ấn mà lại còn 
thấy đẳng thức vô lý 36 = 27. Điều này có nghĩa gì? 

Điều đó chỉ có nghĩa là không tổn tại số có hai chữ số thỏa mãn 
các điều kiện để ra, và các phương trình lập được mâu thuẫn với 
nhau. Thật vậy, nêu nhân hai về của phương trình thứ nhất với 9, ta 
được: 9u — 9z = 36, 
còn từ phương trình thứ hai, sau khi mở ngoặc và rút gọn các số hạng 


đồng dạng, việt thành: 9ụ — 9 = 27. 


Cùng một đại lượng 9 — 9z nhưng lại nhận hai giá trị khác nhau 
là 36 và 27 theo hai phương trình. Điều này không thể xảy ra được. 
Sự mâu thuẫn tương tự như vậy đang chờ đợi người giải hệ 
phương trình sau: 
x22 = 8, 


+ = 4. 
Chia phương trình thứ nhất cho phương trình thứ hai, ta được: 
#U =2, 
kết hợp nó với phương trình thứ hai ta thây: 


Tụ = 4, 
# = 2, 
Không thể có số z và nào sao cho zz vừa bằng 4 lại vừa bằng 2, vì 


4 z 2, hay nói cách khác, hệ phương trình trên không có nghiệm, hay 
còn được gọi là không tương thích. 
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]I. Ta còn gặp một bắt ngờ khác nếu thay đổi một chút dữ kiện bài 
toán trên. Tu cho chữ số hàng chục không nhỏ hơn chữ sỗ hàng đơn vị 
4 mà là 3, các giả thiết còn lại của bài toán vẫn như cũ. Số đó là bao 
nhiều? 

Ta lập phương trình. Nếu gọi chữ số hàng chục là z; thì số đơn 
vị được biểu thị là z + 3. Dịch bài toán sang ngôn ngữ của đại sô, ta 
được: 


10(+ + 3) + z — [10z + (z +3)] = 27, 


Rút gọn, ta đi đến đẳng thức: 27 = 27. 

Đẳng thức trên rất đúng, nhưng nó không hề nói gì về giá trị của 
số z. Thế nghĩa là thế nào? Chẳng nhẽ không có z nào thỏa mãn điều 
kiện bài toán? 

Không phải thế, mà là hoàn toàn ngược lại: mọi z đều thỏa mãn 
điều kiện của bài toán! Phương trình cần phải thỏa mãn thực ra là 
một đồng nhất thức, tức là nó luôn luôn đúng, bất kể z băng bao 
nhiêu. Thật vậy, dễ kiểm tra lại rằng, mỗi số có hai chữ số trong đó 
chữ số đơn vị lớn hơn chữ sô hàng chục 3 đều có tính chất nêu trong 
bài toán: 

l4+27=á4I1, 47+ 27= 74, 


25+27=52, 58+ 27 =3, 
j6 +27 =63, 69+ 27 = 96. 


II. Tìm số ba chữ số có các tính chắt sau: 
1) chữ số hàng chục là 7; 
2) chữ số hàng trăm nhỏ hơn chữ số đơn vị 4; 
3) nếu đổi ngược thứ tự các chữ số được sô mới lớn hơn số phải 
tưn 396. 
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Lập phương trình với chữ số đơn vị là z: 
100z -+ 70 + # — 4— [100(# — 4) + 70 + z] = 396. 
Rút gọn phương trình này dẫn đến đẳng thức: 
J96 = ö96. 


Bạn đọc đã biết phải giải thích như thế nào về kết quả kiểu như 
vậy. Nó có nghĩa là mọi số gồm ba chữ số, với chữ số thứ nhất nhỏ 
hơn chữ số thứ ba 4 (chữ số hàng chục thực ra không có vai trò gì) 
sẽ tăng thêm 396 nếu viết các chữ số theo thứ tự ngược lại. 

Cho đến giờ ta mới xét những bài toán có tính chất sách vở, nhân 
tạo; mục đích của chúng là giúp ta có kỹ năng lập và giải phương 
trình. Bây giò sau khi đã được cung cấp về mặt lý thuyết, ta xét đến 
một số thí dụ về bài toán xuất phát từ thực tế, trong các lĩnh vực sản 
xuất, đời sông, quân sự, thể thao. 


2.16. Trong hiệu cất tóc 


Bài toán. Có cần đến đại số trong hiệu cắt tóc không? Thê mà có đây. 
Tôi thấy được điều này khi một lần trong hiệu cắt tóc một bác thợ 
đến chỗ tôi với một yêu cầu bắt ngờ: 

- Bác có thể giải hộ một bài toán mà chúng tôi không tài nào giải 
được? 

- Chúng tôi đã tôn bao nhiêu dung dịch để làm việc đó! - Bác thợ 
khác thêm vào. 


- Bài toán gì vậy? - tôi hỏi. 
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- Chúng tôi có hai loại dung dịch hydro peroxid! 30 phân trăm và 
3 phần trăm. Cần trộn chúng với nhau để được dung dịch 12 phần 
trăm. Chúng tôi không tìm được dung dịch đúng tỷ lệ... 

Người ta đưa cho tôi một tờ giấy và tỷ lệ cần thiết đã được tìm ra. 
Nó rất đơn giản. Cụ thể ra sao? 


Giải. Có thể giải bài toán bằng số học, ngôn ngữ đại số đưa vào ở đây 
chỉ là để đơn giản và nhanh chóng hơn. Giả thử để chế ra dung dịch 
12 phần trăm cần lẫy z gam dung dịch 3 phần trăm và gam dung 
dịch 30 phần trăm. Như vậy trong thành phần dung dịch thứ nhất có 
0.03 gam hydro peroxid nguyên chất, trong thành phân thứ hai có 
0.3, tổng cộng là 0,03z + 0,3 gam hydro peroxid nguyên chất trong 
(z + ) gam dung dịch. Để đạt tỷ lệ 12 phần trăm thì lượng hydro 
peroxid trong (z + ) gam dung dịch phải bằng 0,12(z + ). tức là ta 
có phương trình: 0,03z + 0,3 = 0,12(z + ?). 

Từ phương trình này ta có z = 2y, tức là cần lẫy dung dịch 3 phần 
trăm nhiều gắp đôi dung dịch 30 phần trăm. 


2.17. Tàu điện và người đi bộ 


Bài toán. Đi dọc theo đường tàu điện, tôi nhận thấy cứ mỗi 12 phút 
tàu đi cùng chiêu lại đuổi kịp tôi và cứ mỗi 4 phút tôi lại gặp tàu điện 
đi ngược lại. Cả tôi và các tàu điện đều chuyển động đêu. Cứ sau một 
khoảng thời gian nhất định thì lại có một chuyến tàu điện xuắt phát từ 
bến đâu, và cũng cứ sau một khoảng thời gian như vậy lại có một tàu 
điện xuắt phát từ bên cuỗi đi ngược lại. Hỏi khoảng thời gian đó là bao 
nhiêu? 

! Hydro peroxid (tiếng Anh: hydrogen peroxide), hay còn gọi là nước oxy giả, 


công thức hóa học là HạO›, được dùng chủ yêu để làm chất tẩy trắng các thứ, hay 
là nước rửa vét thương. - N.D. 
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Giải. Gọi khoảng cách thời điểm xuất phát giữa các chuyền tàu cùng 
hướng là z phút. Ở chỗ mà một chuyến tàu đi xuôi đuối kịp tôi, thì z 
phút sau có chuyến tàu đi xuôi tiếp theo tới đó. Sau khi tôi đi được 
thêm 12 phút, và bị chuyển tàu sau đuổi kịp, thì chuyền tàu đó mới 
đi được thêm 12 — z phút tính từ điểm gặp tàu trước. Như vậy, đoạn 
đường mà tôi đi mất 12 phút thì tàu chỉ đi mất 12 — z phút. Vận tốc 


— 


? ^s 2+ È 1 Ä _„a HÀ ? ` 
của tôi chỉ băng vận tốc của tảu. 
Nếu tàu điện đi ngược chiêu với tôi thì nó sẽ gặp tôi 4 phút sau 
chuyên tàu ngược trước, nó chỉ còn (z— 4) phút để đi đoạn đường mà 
tôi đi được trong 4 phút đó (để tới điểm tôi gặp chuyên tàu ngược đi 


z 7 ^ LÀ 2 ^» 1L 4Ä — ^ Ầ 2 ` ' 
trước). Do đó, vận tôc của tôi băng vận tỐc của tàu đi ngược. 


Vì tàu đi ngược hay đi xuôi cũng cùng một vận tốc, nên ta có 
phương trình: 
l2-z sz-4 
2Q 4` 


Giải ra ta được z = 6. Các chuyên tàu xuất phát sau 6 phút. 

Cũng có thể nêu cách giải sau đây (thực chất là cách giải bằng 
số học) của bài toán. Gọi khoảng cách giữa hai chuyên tàu điện liên 
tiếp là a. Khi gặp tàu ngược chiều, thì khoảng các giữa tôi và tàu 
He óE chiều tiếp theo là a, và sau 4 phút thì khoảng cách này giảm 
về 0, nên cứ sau 1 phút thì khoảng cách này giảm đi một lượng là 


` . Còn đôi với tàu cùng chiều đi từ Lên sau, thì cứ sau một phút 


khoảng cách giữa tôi và nó giảm đi 18" Bây giờ giả sử tôi đi 1 phút 
theo hướng xuông, rồi quay đầu lại đi 1 phút theo hướng ngược để 
về lại đúng chỗ cũ. Sau 2 phút đó, vị trí của tôi không đổi còn khoảng 


ũa 
cách giữa tôi và một chiếc tàu điện từ xa giảm đi — TIẾT = 3 . CÓ 


nghĩa là, tàu điện đi được quãng đường = 3 trong Anh 2 phút. 
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q 


Ẫ 2 ` ` ° q ^ 7 ? se Ầ & 
Vận tộc của tàu là 5 = trong một phút. Đề đi được một quãng 


đường bằng ø thì mất 6 phút. Và đó cũng chính là chênh lệch vẻ thời 
điểm xuất phát giữa các tàu liên tiếp (vì khi một tàu đi được một 
khoảng bằng ø thì tàu tiếp theo xuất phát). 


2.18. Tàu thủy và cái bè 


Bài toán. Tàu thủy đi xuôi theo dòng sông từ thành phố A đến thành 
phố B (với tốc độ riêng không đổi và không nghủ mắt 5 giờ. Nó đi 
ngược dòng (cũng vẫn với tốc độ riêng như thế và cũng không nghù từ 
B đến A mắt 7 giờ. Hỏi chiếc bè (trôi theo tốc độ dòng sông) xuôi từ A 
về B trong máy giờ? 


Giải. Gọi z là thời gian (tính bằng giờ) để tàu thủy chạy từ A đến 

B trong nước lặng (tức là khi nó chuyển động theo tốc độ riêng), Ụ 

là thời gian chuyển động của bè. Như vậy trọng một giờ tàu thủy đi 

2 z ` .^Ã ` ˆ 1 2 7 7 

được P khoảng cách 4”, còn chiệc bè đi được : khoảng cách đó. Vì 
-.. + As ` ` 2 ® ^ .Á 1 1 2 

thế khi xuôi theo dòng tàu thủy đi được trong một giờ _ + ỹ khoảng 
Lá `* ° ` 1 lo .ˆ 3 ` Ó. LẢ 

cach 4P, còn khi ngược dòng được SE: - Theo dư kiện của bài toán, 
^s ` Ẩs «N ` 9 1 2 Lộ ` 

khi xuôi dòng môi giờ tàu thủy chạy được 5 khoảng cách 4, còn 


khi ngược dòng là : khoảng cách này, nên ta có hệ phương trình: 


+ 


11 1 
%7 9W 5 
11 1 
z tụ 7 
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Chú ý rằng, để giải hệ này chỉ cần trừ phương trình thứ nhất cho 
phương trình thứ hai, và ta có: 


suy ra  = 35. Bè trôi từ A đến B mất 35 giồ. 


2.19. Hai hộp cà phế _ 


Bài toán. Hai hộp đựng đây cà phê có hình dạng như nhau làm bằng 
cùng một loại sắt tây. Hộp thứ nhất nặng 2 kg (kể cả vỏ) có chiếu cao 
12cm; hộp thứ hai nặng 1 kg (kể cả vỏ) có chiêu cao 9,5 cm. Khối lượng 
ca phê nguyên chất trong mỗi hộp là bao nhiêu? 


Giải. Gọi khối lượng cà phê chứa trong hộp lớn là z, trong hộp nhỏ 
là y, còn khối lượng các vỏ hộp là z và ¿. Ta có các phương trình: 


œ+4+-z= 32, 
+‡ =1. 


Vì khối lượng cà phê chứa trong các hộp đầy thì tỷ lệ (như thể tích 
của chúng) với lập phương chiêu cao!, cho nên: 


œ 123 

— = -_=az^2,02 

U 9,53 š 
+ z = 2,02 


Khối lượng của các hộp rỗng tỷ lệ với điện tích toàn phân của 
chúng tức là với bình phương chiều cao của chúng. 
1 chỉ được phép dùng tỷ lệ này khi thành hộp đủ mỏng, có thể bỏ qua và coi hình 
dạng bên trong cũng giỗng hình dạng bên ngoài 


65 


¬- 122 
VI thê: : ==: =—== # = 1,60¿. 
t` 902 160 hay 2 
Thế các giá trị z và z vào hai phương trình đầu, ta được hệ: 


2,02 + 1,06 = 2, 
+t= Ì. 


Giải hệ này, ta có:  ~ 0,95, ¿ ~ 0,05, suy ra z = 1,92, z “~ 0,08. 
Khối lượng cà phê không tính phần bao bì: trong hộp lón là 
1,92 kg, trong hộp nhỏ là 0,95 kg. 


2.20. Đêm liên hoan 


Bài toán. Trong đêm liên hoan của lớp có 20 người. Marta nhảy với 
bảy bạn trai. Olia với tám bạn trai, Vera với chín bạn trai, và cứ thê 
cho đến Nina, cô nhảy với mọi bạn trai. Có bao nhiêu bạn trai trong 
đêm liên hoan? 


Giải. Bài toán sẽ được giải rất đơn giản nêu chọn ẩn số tốt. Ta sẽ 
không tìm số bạn trai mà chỉ cần tìm số bạn gái, ta gọi số này là z: 
người thứ nhất (Maria) đãnhảyvới 6+ 1 bạn trai 
người thứ hai (Vera) „ 6 +2 bạn trai 
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người thứ z (Nina) „ 6+ z bạn trai 
Như vậy, tổng số bạn trai là 6 + z, và ta có phương trình 


z + (6+ z) = 20, 
suy ra số bạn gái là z = 7. Số bạn trai là: 7 + 6 = 13. 
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2.21. Tuần tra trên biển 


Bài toán thứ nhất. Tàu trỉnh sát trong 
hạm đội được giao nhiệm vụ tuần tra 
vùng biển cách đó 70 hải lý theo hướng 
tiền của hạm đội. Vận tốc của hạm đội là 
15 hải lý một giờ, vận tốc tàu trinh sát 
là 28 hải lý một giờ. Cần tính xem sau 
bao lâu thì tàu trinh sát quay trở về đến 
hạm đội. 


Giải. Gọi số giờ phải tìm là z. Trong 
thời gian đó hạm đội đi được 15z hải 
lý, tàu trinh sát đi được 28z hải lý. Tàu 
trinh sát đi về phía trước 70 hải lý và Hình 10: Tuần tra trên biển. 

đi ngược trỏ lại một phần đoạn đường 

đó, hạm đội cũng đi phần còn lại của 

đoạn này. Gộp lại, hạm đội và tàu trinh sát đi được 28z + 15z bằng 
2 - 70 = 140 hải lý. Ta có phương trình: 


28z + 15z = 140, 


Suy ra 


7 4a — 4g 
Tàu trinh sát quay trở về hạm đội sau khoảng 3 giờ 15 phút. 


Bài toán thứ hai. Tàu trinh sát được lệnh thám thính phía trước hạm 
đội theo hướng triển khai của nó. Sau 3 giờ, tàu này phải quay về đến 
hạm đội. Tìm xem sau khi rời hạm đội bao lâu thì tàu trình sát phải 
bắt đầu quay trở lại, nếu vận tốc của nó là 25 hải lý một giờ, còn vận 
tốc hạm đội là 15 hải lý một giờ? 
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Giải . Giả sử sau z giờ tàu trinh sát phải bắt đầu quay trở lại, tức là nó 
còn 3 — z giờ để đi về gặp hạm đội. Khi tàu trinh sát đi cùng chiều với 
hạm đội thì sau z giờ nó cách hạm đội một khoảng cách bằng hiệu 
các đoạn đường đi được của chúng, tức là bằng 25z — 15z = 10z. 

Khi quay lại, tàu trinh sát phải đi đoạn đường 25(3 — z) để gặp 
hạm đội, còn hạm đội đi được đoạn đường 25(3 — z) trong thời gian 
đó, tổng cộng là 25(3 — z) + 15(3 — z), bằng khoảng cách từ tàu trinh 
sát đến hạm đội tại thời điểm nó quay đầu đi trở lại. Bởi vậy ta có 
phương trình: 

25(3 — z) + 15(3 — z) = 101, 


9, - Š 2 mg 
SUY Ta # = 2c. Tàu trinh sát phải quay trỏ lại sau 2c 1Ò, tức là 2 giò 
24 phút, kể từ khi nó rời khỏi hạm đội. 


2.22. Trên sân đua xe đạp 


Bài toán. Hai người đi xe đạp trên đường đua hình tròn của sân đua 
xe đạp với vận tốc không đổi. Khi họ đi theo chiều ngược nhau thì gặp 
nhau sau mỗi 10 giây; khi đi cùng chiều thì người này đuổi kịp người 
kia sau mỗi 170 giây. Vận tốc mỗi xe đạp bao nhiêu nễu độ dài đường 
đua tròn là 170 m? 


Giải. Gọi vận tc của người đi nhanh hơn là z mét trên giây, của 
người đi chậm hơn là ¿ mét trên giây. 

Khi đi ngược chiều với nhau, sau 10 giây thì một người đi được 
10z, người kia đi được 10, từ điểm gặp nhau trước đến điểm gặp 
nhau sau theo hai hướng ngược nhau, tổng cộng lại là toàn bộ vòng 
đua, nên ta có phương trinh: 


10z + l0y = 170. 
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Khi đi cùng chiều với nhau, sau 170 giây kế từ một lần gặp nhau 
thì người đi nhanh đi được 170 mét, người đi chậm đi được 170 mét, 
và người đi nhanh đi được nhiều hơn người đi chậm đúng 170 mét để 
đuổi kịp người đi chậm và gặp nhau lần tiếp théo, nến ta có phương 
trình: 

170z — 170y = 170. 


Sau khi rút gọn các phương trình, ta được: 


suy ra vận tốc của hai người là: z = 9,  = 8 (mét trên giây). 


2.23. Đua mô tô 


Bài toán. Trong cuộc đua mô tô có ba xe cùng khởi hành một lúc. Một 
xe trong một giờ chạy chậm hơn xe thứ nhất 15 km và nhanh hơn xe 
thứ ba 3km, đến đích chậm hơn xe thứ nhất 13 phút và sớm hơn xe 
thứ ba 3 phút. Không có sự dừng lại trên đường đi. 

Cần tính: 

a) Đoạn đường đua dài bao nhiêu? 

b) Vận tốc mỗi xe? 

c) Mỗi xe chạy mắt bao nhiêu thời gian? 


Giải. Tuy phải tìm cả thảy bảy đại lượng chưa biết, nhưng để giải bài 
toán chỉ cần tìm hai: ta lập một hệ hai phương trình hai ẩn. 

Gọi vận tốc xe thứ hai là z (km/h). Như vậy vận tốc xe thứ nhất 
là z + 15, xe thứ ba là z — 3. 


Gọi độ dài đường đua là . 
Thời gian chạy của mỗi xe như sau: 
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đôi với xe thứ nhất là —# : 
œ + lð 

đôi với xe thứ hai là BÀI 

đỗi với xe thứ ba là —Ÿ 


, LẠ LẠ ` 1 «` 
Ta biết xe thứ hai chạy lâu hơn xe thứ nhât 12 phút, tức là p 8Ó, 
cho nên: 


m.~.. 
Xe thứ ba chạy lâu hơn xe thứ hai 3 phút, tức la 5 giờ. Do đó: 


Ụ LỚN: 


=3 z 20 


Nhân phương trình thứ hai với 4 rồi trừ vào phương trình thứ 


nhất: 
Ù Ụ Ù Ụ 
—— — 4 ——|=0. 
z z+l5 (c: 3 


Chia tật cả các số hạng của phương trình này cho ø (đại lượng 
này khác 0 như ta đã biết) rồi trục mẫu số, ta được: 


(£ + 15)(œ — 3) — x(z — 3) — 4z(+ + 15) + 4(œ + 1ã)(z — 3) = 0, 
thoặc sau khi mỏ ngoặc và rút gọn các số hạng đồng dạng: 
3z — 225 =0, 


Suy ra 
Œ.= no, 


Biết z, ta tìm được ¿ từ phương trình thứ nhất: 


Suy ra + = 90. 


Như vậy, vận tốc các xe đã được xác định: 
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90, 75 và 72km/h. 


Độ dài đường đua bằng 90 km. 
Chia độ dài đó cho vận tốc mỗi xe ta được thời gian chạy: 


của xe thứnhắt ............. 1 giỏ, 
của xethứhai ....... 1 giờ 12 phút, 
của xethứba ....... 1 giờ 15 phút. 


Cả bảy ẩn số đều đã được xác định. 


2.24. Vận tộc trung bình của chuyền xe 


Bài toán. Một ôtô chạy từ thành phô này tới một thành phố khác với 
vận tốc 60 km/h và quay trở lại với vận tốc 40km/h. Vận tốc trung 
bình của chuyến đi là bao nhiêu? 


Giải. Sự đơn giản đến mức dễ lừa dối đã khiến nhiều người mắc sai 
lầm. Nếu không nghiên cứu kỹ điều kiện của câu hỏi, ta sẽ tính trung 
bình cộng của 60 và 40 để ra đáp sô 
60 +40 
2 


= 50 (km/h). 


Lời giải đơn giản này đúng nêu như cả chiều đi lẫn chiều về đều 
mắt thời gian như nhau. Thế nhưng rõ ràng là chiều về đi chậm hơn, 
mất nhiều thời gian hơn. Do đó đáp sô 50 km/h phía trên là sai. 

Thực vậy, phương trình sẽ cho một đáp sô khác. Việc lập phương 
trình trổ nên dễ dàng nêu ta đưa thêm vào một ẩn phụ: đó là khoảng 
cách ¡ giữa hai thành phố. Gọi vận tốc trung bình phải tìm là z, ta có 
phương trình, với hai về cho bởi tổng thời gian đi và về: 

2Ì Ì Ì 


Z1 


Vì ¡ khác 0, có thể chia phương trình cho ¡, ta có: 


1. . 


Suy ra 


Vậy, đáp sô đúng không phải 50 mà là 48 km/h. 
Nếu ta giải cũng bài toán đó đưới dạng tổng quát (ôtô đi với vận 
tốc ø km/h, đi ngược lại với vận tốc bkm/h) thì ta có phương trình: 


2L L Ì 


+ a b 
từ đó ta giải được giá trị của z: 
_— 
g—: 
LAN. 


Đại lượng này được gọi là trung bình điều hòa của các đại lượng 

2 Ù. 

Như vậy, vận tốc trung bình của chuyên đi không biểu thị bằng 
trung bình cộng, mà là bằng trung bình điều hòa các vận tốc của 
chuyển động. Đôi với các số dương ø và b tùy ý, trung bình điều hòa 
bao giờ cũng nhỏ hơn hoặc bằng trung bình cộng của chúng 


2 <aø†b 


điều mà ta đã thầy trên thí dụ bằng số (48 nhỏ hơn 50). 
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Chương 3. 
Giúp cho số học 


87 87-2=86 


x_ ĐỒ qœ-13=85 
8526 


Nhiễu khi, các phương pháp sô học sơ cấp không đủ để chứng 
minh chặt chẽ một số khẳng định trong số học, chẳng hạn như những 
tiêu chuẩn chia hết, phương pháp tính nhanh, và những tính chất lý 
thú của một con sô. Trong những trường hợp như vậy, thường cần 
đến những thủ thuật khái quát của đại số để chứng minh. Chương 
này sẽ dành cho việc xem xét những vẫn đề như thế. 
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3.1. Nhân nhanh như chớp 


Những nhà tính toán tài ba thường dùng những biến đổi đại số 
đơn giản để làm giảm nhẹ tính toán trong nhiều trường hợp. Chẳng 
hạn, phép tính 

988? 


được thực hiện như sau: 
988 - 988 = (988 + 12) - (988 — 12) + 122 
= 1000: 976 + 144 = 976 144. 
Trong trường hợp này người làm tính đã dùng biên đối đại số sau: 
a2 = a2 — b2 + bŸ = (a + b)(œ — b) + ĐỂ. 
Trong thực tế, ta có thể dùng công thức này để tính nhẩm rất tốt. 
Thí dụ: 


272 = (27 +3)(27 — 3) + 32 = 729 
632 = 66 - 60 + 3ˆ = 3969 

182 = 20 - 16 + 22 = 324 

372 = 40 - 34 + 32 = 1369 

48 = 50 - 46 + 22 = 2304 

542 = 58 ‹ 50 + 42 = 2916. 


Ngoài ra, phép nhân 986 . 997 được thực hiện như sau: 


986 - 997 = (986 — 3) - 1000 + 3 - 14 = 983 042. 


Điều gì đã dẫn đến cách tính như trên? Ta quan sát thấy hai sô 
986 và 997 đều gần 1000, nên ta viết tích của chúng dưới dạng 


(1000 — 14)(1000 — 3), 
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rồi nhân hai biểu thức này theo quy tắc của đại só: 
1 000 - 1000 — 1000 - 14— 1000 - 3+ 14-3... 
Ta biến đổi: 
1000 - (1000 — 14) — 1000 :3-+ 14-3 
= 1000 - 986 — 1000 - 3+ 14:3 
= 1000 - (986 — 3) + 14 - 3. 
Biểu thức cuối cùng biểu thị thủ thuật của người làm tính. 
Có một phương pháp khá lý thú để nhân hai số có chữ số hàng 
chục bằng nhau, các chữ số hàng đơn vị có tổng là 10. 
Chẳng hạn, phép nhân 
783 - 787 
được thực hiện như sau: 78 - 79 = 6162; 3 - 7 = 21, kết quả: 
616221 
Các phép biến đổi sau đây giải thích vì sao ta có thủ thuật trên: 


(780 + 3)(780 + 7) = 780 - 780 + 780 - 3 + 780 - 7 + 3 - 7 
= 780 - 780 + 780 - 10 + 3 - 7 
=780 - (780 + 10) + 3 - 7 
= 780 - 790 + 21 = 616200 + 21. 


Có một thủ thuật khác còn đơn giản hơn để thực hiện những phép 
nhân tương tự: 


783 - 787 = (785 — 2)(785 + 2) = 785? — 4 
= 616225 — 4 = 616 221. 
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Trong thí dụ này, ta cần bình phương số 785. Để bình phương 
nhanh một số có tận cùng bằng 5, có thể dùng phương pháp tính 
nhanh sau đây: 


352; 3-4 = 12 Trả lời 1 225, 
652: 6 - 7 = 42 Trả lời 4225, 
752;7.8 = 56 Trả lời 5 625. 


Quy tắc là nhân số hàng chục với số lớn hơn nó một đơn vị rồi 
viết thêm hai chữ số 25 vào phía bên phải của tích. 


Thủ thuật dựa trên điều sau. Viết một số có đuôi là 5 dưới dạng 
10a+5, 


trong đó ø là số chục. Bình phương của số 10ø + 5 này, như bình 
phương của nhị thức, bằng: 


œí .ua. — 100ø2+ 100ø+ 25 = 100a(ø + 1) + 25. 


Biểu thức a(ø + 1) là tích của số chục với sô hơn nó một đơn vị. 
Việc nhân một số với 100 rồi thêm 2ö vào chính là viết thêm 25 vào 
đuôi sô đó. 

Từ thủ thuật này suy ra một phương pháp đơn giản để bình 
phương các số gồm phần nguyên và 5 thí dụ: 

1 


] 2 
(3;) = 3,52 = 12,25 = 122, 


1 II: đã là To 1 
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3.2. Các chữ số 1, 5 và 6 


Có lẽ mọi người đều nhận thấy, khi nhân các số đểu có tận cùng 
bằng 1, hoặc đều có tận cùng bằng 5 với nhau, ta được một số cũng 
có tận cùng bằng 1, hoặc bằng 5. Tuy nhiên, ít người để ý rằng điều 
vừa nêu cũng đúng cho chữ số 6. Bởi thế mọi lũy thừa của các sô-có 
tận cùng bằng 6 cũng có tận cùng bằng 6. 

Thí dụ: 462 = 2 116; 463 = 97 336. 

Có thể giải thích tính chất lý thú này của các chữ số 1, 5 và 6 bằng 
đại số. Ta xét cho chữ SỐ 6. 


Lấy hai số tùy ý có cùng bằng 6, và viết chúng dưới đạng: 
10a + 6 và 10b + 6, 
trong đó a và b là những số nguyên. Tích của hai số như vậy bằng 


100ab + 60b + 60a + 36 
= 10(10ab + 6ö + 6a) + 30 + 6 
= 10(10ab + 6b + 6a + 3) + 6. 


Ta thấy tích gồm một số chục nào đó cộng với 6, nên tất nhiên 
phải có tận cùng bằng 6. 

Có thể ứng dụng cách chứng minh trên cho 1 và 5. Điều vừa nêu 
cho phép ta khẳng định, chẳng hạn rằng: 


386?5% có tận cùng bằng 6 
815723 có tận cùng bằng 5 
4911732. có tận cùng bằng 1, v.v. 
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3.3. Các số 25 và 76 


Cũng có những số hai chữ số có tính chất như các số 1, 5 và 6. Đó 
là số 25, và có lẽ sẽ bắt ngờ với nhiều người là số 76. 

Ta chứng minh điều này. Viết hai số tùy ý có tận cùng là 76 dưới 
dạng 


100a + 76, 100 + 76. 
Nhân các số này với nhau, ta được: 


10 000ab + 7 6000 + 7 600ø + 5 776 
= 10000ab + 76000 + 7 600a + 5 700 + 76 
= 100(100ab + 76b + 76a + 57) + 76. 


Nhận xét đã được chứng minh: tích số cũng có tận cùng bằng 76. 
Suy ra mọi lũy thừa của các số có tận cùng bằng 76 cũng là một số 
như vậy: 


3762 = 141376, 5763 = 191 102976, v.v. 


3.4. Các “sô” vô hạn 


Còn có những nhóm chữ số dài hơn nữa ở cuối các sô cũng được 
cũng được bảo toàn khi lẫy tích của các sô có đuôi như vậy. Ta sẽ 
chứng minh sô những nhóm chữ số như vậy là vô hạn. 

Ta đã biết những nhóm hai chữ số có tính chất đó: đấy là 25 và 76. 
Muôn tìm những nhóm ba chữ số, ta phải viết thêm vào đằng trước 
số 25 và 76 một chữ số sao cho nhóm ba chữ số có được cũng có tính 
chất đòi hỏi. 
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phải viết thêm vào đằng trước số 76 chữ số nào? Ta gợi nó là k. 
Khi đó số có ba chữ số phải tìm bằng 100E + 76. 
Lấy hai số tùy ý có đuôi là ba chữ số đó. Chứng có đạng 
1 000ø + 100k + 76 
và 10000 + 100k +76 
Nhân hai số như trên với nhau, ta được: 


1 000 000ab + 100 000øk + 100 0000k + 76 000a -+ 760008 
+10000K -L 15 200k -L 5776. 


Tất cả các số hạng, trừ hai số hạng cuối, có ít nhất ba chữ số tận 
cùng là 0. Vì thế tích sẽ có tận cùng bằng 100k + 76 khi và chỉ khi 
hiệu 


15 100k + 5 700 
15 000 + 5000 + 100(k + 7) 


15 200 + 5 776 — (100k + 76) 


chia hết cho 1 000. 
Tắt nhiên điều đó sẽ chỉ xảy ra khi k = 3. Vậy nhóm chữ số phải 
tìm là 376. Mọi lũy thừa của sô 376 đều có tận cùng bằng 376. Thí dụ: 


3762 = 141376. 


Nếu bây giờ ta muôn tìm nhóm bốn chữ số cũng có tính chất như 
trên, thì phải viết thêm một chữ số vào trước 376. Gọi chữ số đó là ¡, 
ta đi đến bài toán: với ! nào thì tích 

(10000ø + 10007 + 376) - (10000 + 10001 + 376) 
sẽ tận cùng bằng 10 007 +- 376? 
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Mỏ ngoặc khai triển tích trên, rồi loại đi tất cả các sô hạng chắc 
chắn là bội của 10 000, chỉ còn lại các sô hạng 


752 000 + 141 376. 
Tích sẽ có tận cùng bằng 1 000/ + 376 nếu hiệu 


752 0001 -+ 141376 — (10007 + 376) 
=_ 751000/ + 141000 
=_ (750000i + 140000) + 1000(1 + 1) 


chia hết cho 10 000. Điều này tắt nhiên chỉ xảy ra khi ¡ = 9. 

Nhóm bốn chữ số cần tìm là 9 376. 

Có thể bổ sung một chữ số nữa vào nhóm bốn chữ số vừa tìm, 
muốn thê phải lập luận đúng như đã nêu ở trên. Ta được 09 376. Làm 
thêm một bước nữa ta được nhóm chữ số 109 376, rồi 7 109 376, v.v. 

Việc viết thêm các chữ sô vào bên trái như vậy có thể lặp lại vô 


hạn lần. Kết quả ta được một “s ô” có vô số chữ số: 


...(£ 109 376. 


Có thể cộng và nhân các “số” tương tự theo quy tắc thông thường: 
chúng được viết từ phải sang trái: phép cộng và phép nhân (“theo cột") 
cũng được thực hiện từ phải sang trái, sao cho có thể tính được chữ 
số nọ sau chữ số kia trong tổng và tích, bao nhiều chữ số cũng được. 

Điều lý thú là “số” vô hạn đã viết ở trên thỏa mãn phương trình - 
điều mà đường như là không tưởng tượng nổi: 


2# —=ữ. 


Thật vậy, bình phương của “số” Ô” này. (tức là tích của nó với chính nó) 
tận cùng bằng 76, cũng theo nguyên tắc đó bình phương của “số” đã 
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viết Ở trên sẽ tận cùng bằng 376; tận cùng bằng 9376, v.v. 
Nói cách khác, khi tính các chữ số liên tiếp của “số” z?, trong đó 
z =....7 109376, ta tìm được đúng những chữ số có trơng số z, theo 
đúng thứ tự tự phải sang trái, tức là z2 = z. 

Ta đã xét nhóm các chữ số có tận cùng bằng 76. (Nếu ta bắt đầu 
với 6 thay vì 76 thì đầu tiên ta cũng sẽ tìm được 76 theo các lập luận 
như trên). Nếu tiễn hành lập luận tương tự cho nhóm các chữ số có 
tận cùng bằng 5 ta sẽ được các nhóm chữ số như sau: 


5, 25, 625, 0625, 90625, 890 625, 2 890 625, v.v. 
Kết quả, ta còn có thể viết được một “số” vô hạn nữa 
...2 890 625, 


cũng thỏa mãn phương trình z2 = z. Có thể chứng minh rằng “số” vô 


hạn này “bằng” 
(63). 


Trong ngôn ngữ các “số” vô hạn, kết quả lý thú vừa tìm được 
phát biểu như sau: phương trình z2 = z có (ngoài các nghiệm thông 
thường z¡ = 0 và z¿ = 1) hai nghiệm “vô hạn”: 


#a =... 7 109 376 và z4 = ... 2890 625, 


ngoài ra không có nghiệm nào khác trong hệ thập phân]. 


! Có thể xét các “số” vô hạn không phải chỉ trong hệ thập phân mà cả trong các 
hệ khác. Những số như vậy xét trong hệ đêm cơ số p được gọi là số p-adic. Có thể để 
ý rằng hai số 10-adic za và z4 ở trên thỏa mãn các hệ thức zs + z4 = 1 và za-z4 = 0, 
tức là có những số 10-adic là ước số của không! Điều này xảy ra được là bởi vì cơ số 
10 của hệ đếm là một hợp số. 
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3.5. Tiền trả thêm 


Một bài toán cổ dân gian. Hai người lái buôn súc vật bán đi một đàn 
bò, mỗi con bò bán được một số ruble bằng số bò trong đèn. Với số 
tiên thu được họ mua một đàn cừu giá 10 ruble một con và một con 
cừu non. Khi chỉa đôi thì một người được hơn một con cừu, người kia 
lấy con cừu non và nhận được của bạn mình một món tiễn trả thêm 
tương ứng. Hỏi món tiển trả thêm đó là bao nhiêu, với giả thiết rằng 
tiền trả thêm là một số nguyên ruble? 


Giải. Ta gọi sô con trong đàn bò là 10ø + b, trong đó b là một số từ 
0 đến 9 (chữ số hàng đơn vị). Vì mỗi con bò cũng bán được với giá 
10a + b nên tổng số tiền bán được là 

(10ø + ð)Ÿ = 100a2 + 20ab + b2 = (10a2 + 2ab) - 10 + b2 ruble. 

Viết b2 dưới dạng b2 = 10c + d, thì tổng số tiền sẽ là 

(10a2 + 2ab + e) - 10 + đ, 
vừa đủ để mua (10a2 + 2ab + c) con cừu với giá 10 ruble cộng thêm 
rnột con cừu non với giá ở ruble. 

Khi chia đôi, có một người được hơn 1 con cừu, nên số cừu là số 
lẻ, suy ra c là sô lẻ. Bình phương của một sô có một chữ số nhận các 
giá trị sau: 

0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 


trong đó chỉ có hai số 16 và 36 có chữ số hàng chục là số lẻ. Trong cả 
hai trường hợp thì chữ số hàng đơn vị là đ = 6. Như vậy, con cừu non 
có giá 6 ruble. Suy ra người nhận con cừu lẻ trả cho người nhận con 
cừu non 2 ruble thì hai người nhận được bằng nhau (10 — 2 = 6+2). 


Tiển trả thêm là 2 ruble. 
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3.6. Chia hết cho 11 


Đại số còn làm giảm nhẹ rất nhiều việc tìm những tiếu chuẩn chia 
hết của số này cho số khác. Nhiều người đã quen thuộc với tiêu chuẩn 
chia hết cho 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10. Ở đây ta sẽ tìm tiêu chuẩn chia hết 
cho 11; nó cũng khá đơn giản và tiện dụng. 

Giả sử số có nhiều chữ số NW có chữ số đơn vị a, chữ số chục b, 
chữ số trăm c, chữ số nghìn d, v.v... tức là 

N =øa+ 10 + 100e + 1000đ +... = ø + 10(b + 10c + 100đ +...). 


trong đó, các dẫu ba chấm là để chỉ tổng của các hàng tiếp sau. 
Trừ N cho 11(ö + 10c + 100đ), ta được số 


a— b— 10(c + 10d+...) 


đồng dư! với N modulo 11. Cộng vào hiệu này số 11(c+ 10d+...) là 
bội của 11, ta được số 


œ—=b+c+10(d+...), 


cũng đồng dư với N modulo 11. Cứ tiếp tục làm như vậy cho đến chữ 
sô cuôi cùng, ta được số 


œ—=b+c-d+...=(a+c+..)-(b+d+...), 


đồng dư với W modulo 11. Từ đó suy ra tiêu chuẩn chia hết cho 11 
sau đây: 


! Hai số nguyên 4 và Ð được gọi là đồng dư modulo n, nêu như A và B khi chia 
cho + thì có cùng số dư, hay nói cách khác, A — B chia hết cho r¡. Ký hiệu là A = 
(mod n). Dễ thây rằng nêu A = (mod nø) và C = D (mod øốở) thì AC = BD 
(mod ø) và A + Œ = B+ D (mod n), tức là có thể làm các phép tính với đồng dư. 
tt này khiến phép đồng dư rất tiện lợi trong việc xem xét tính chia hết của các 
§Ố. -N.D. 
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Một số tự nhiên N chia hết cho 11 khi và chỉ khi tổng các chữ số 
ở vị trí chẵn trừ đi tổng các chữ số ở vị trí lẻ của nó bằng 0 hoặc bằng 
^ Ẩ : Ẩ 
một số chia hệt cho 11. 


Chẳng hạn, ta thử số 87 635 064: 


8+6+5+6= 535, 
7+3+0+4= l4, 
25— 14= l1, 


suy ra số đã cho chia hết cho 11. 

Có một tiêu chuẩn khác về việc chia hết cho 11 như sau, tiện dùng 
cho những số không dài lắm: Phân chia sô cần thử từ phải sang trái 
thành những nhóm có hai chữ số (nhóm cuối cùng có thể có một chữ 
số, thì thêm chữ số 0 phía trước), rồi cộng những số có hai chữ số đó 
(chữ sô hàng chục có thể là 0) lại với nhau. Nếu tổng chia hết cho 11 
thì số cần thử là bội của 11, trái lại thì không. Chẳng hạn, cần thử số 
528. Ta chia nó thành hai nhóm 5 và 28 rồi cộng chúng lại với nhau: 


5+ 28 =3ä. 
Vì 33 chia hết cho 11 nên số 528 là bội của 11: 
ö26 : l1] = 48. 
Ta chứng minh tiêu chuẩn này. Chia một số tự nhiên W thành các 


nhóm hai chữ sỐ ø, b, c,d,... từ phải sang trái như trên, ta có biểu 
điên sau của N: 


WÑ =ø+>+ 100b + 100Êc + 1003đ+.... 


Chú ý rằng 100 = 99 + 1 đồng dư với 1 modulo 11, suy ra tất 
cả các số 100, 1002, 1003, v.v. đều đồng dư với 1 modulo 11. Do đó 
NÑ =ø+ 100 + 1002e + 1003d + .... đồng dư với a + b+ c+ d+... 
modulo 11. 
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3.7. Số biển xe hơi 


Bài toán. Khi dạo chơi trong thành phố, ba anh sinh viên khoa toán 
thấy một người lái xe vi phạm thô bạo luật ấí( đường, Không qnÏt nào 
nhớ số biển xe, là một số có bốn chữ số, nhưng vì đều là các nhà toán 
học, mỗi anh đều nhớ được một đặc điểm của số có bốn chữ số đó. Một 
anh nhớ rằng hai chữ số đầu tiên bằng nhau và khác 0. Anh thứ hai 
nhớ rằng hai chữ số cuỗi cùng bằng nhau. Cuối cùng, anh thứ ba khẳng 
định toàn bộ số bốn chữ số đó là một số chính phương. Có thể tính ra 
biển số xe dựa trên những thông tin đó không? 


Giải. Gọi chữ số đầu tiên và chữ số thứ hai phải tìm là a, chứ số thứ 
ba và thứ tư là ö. Như vậy số biển xe bằng: 


1000ø + 100ø -E 10ö + b = 1100a + 116 = 11(100a + ð). 


Số đó chia hết cho 11, cho nên nó chỉa hết cho 112, vì là một sỐ 
chính phương. Suy ra số 100a + b chia hết cho 11. Áp đụng một trong 
hai tiêu chuẩn chia hết cho 11 nêu trên, ta thấy số a + b chia hết cho 
11, suy ra 

œ+b=Ì], 


vì mỗi chữ số a và b đều nhỏ hơn mười (và tổng khác 0). 
Chữ số cuối cùng b của một số chính phương chỉ có thể có những 
giá trị sau: 


0, 1, 4, ð, 6, 9. 


Vì b = 11 — ø > 11 — 9 = 2 nên loại đi hai khả năng đầu, còn lại bốn 
khả năng sau, VỚI a = 11 — b: : 
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} 


b—=5,qa= 


b=6,øa=ð 
b=9,a=2 


Ta thấy cần tìm số biển xe trong bốn số sau: 
7744, 6655, 5566, 2299. 


Nhưng ba số cuối không phải số chính phương: số 6655 chia hết cho 
5 nhưng không chia hết cho 25; sô 5566 chia hết cho 2 nhưng không 
chia hết cho 4; số 2299 = 121 - 19 cũng không phải là một số chính 
phương. Chỉ còn lại một sô 7744 = 882; đó là đáp số của bài toán. 


3.8. Chia hết cho 19 


Bài toán. Giải thích tiêu chuẩn chia hết cho 19 sau đây: 
Một số tự nhiên chia hết cho 19 khi và chỉ khi số chục cộng với hai 
lân sô đơn vị của nó chia hết cho 19. 


Giải: Mọi số tự nhiên W đều có thể viết dưới dạng: 
Ñ = 10z +ụ, 


trong đó z là số chục (không phải là chữ số hàng chục mà là thương 
của phép chia có dư của N cho 10), là chữ số đơn vị. Ta cần chứng 
minh rằng N là bội của 19 khi và chỉ khi 
N'=z+2ụ 
là bội của 19. Muốn thế ta nhân N với 10 và rồi trừ đi N, ta được: 
10N”— N = 10(z + 2) — (10z + g) = 190 


chia hết cho 19. 
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Như vậy, W đồng dư với 10W modulo 19, và W chia hết cho 19 
khi và chỉ khi 10A7 chia hết cho 19. Vì 10 và 19 nguyên tố cùng nhau 
nên 10N: chia hết cho 19 khi và chỉ khi N' chia hết cho 19. 

Thí dụ: Cần xác định xem số 47 045 881 có chia hết cho 19 không 
Ta áp dụng liên tiếp tiêu chuẩn chia hết trên, và được đấy số sau: 'c- 

47045881 —› 4704588 + 2 = 4704590 —> 470459 —; 47045 +18 —= 
47063 —> 4706 + 6 = 4712 —+ 471 + 4 = 475 —> 47 + 10 = 57 —+ 
5+ 14 = 19. 

Số cuối cùng chia hết cho 19, nên số 47045881 ban đẫu cũng chia 
hết cho 19. 


3.9. Đỉnh lý Sophie Germain 


Bài toán. Đây là một bài toán do nhà toán học người Pháp Sophie 


1 nêu ra: 


Germain 
Chứng mỉnh rằng mọi số dạng a* + 4, trong đó a là số tự nhiên lớn 


hơn 1, đều là hợp số. 


Giải. Chứng minh rút ra từ những biến đổi sau đây: 
a* + 4 = a` + 4a2 + 4— 4a? = (a? + 3)Ÿ — da? 
= (a?®+ 9)Ÿ — (2a)Ÿ = (a? + 3 — 2a)(a2 + 2 + 2a) 
= [(a — 1) + 1][(œ + 1) + 1]. 
Ta thấy số a4 + 4 có thể viết được thành tích của hai thừa số lớn 
hơn 1, nên nó là hợp SỐ. 


! Sophie Germain (1776-1831, đọc là Sô-phi Giéc-manh) là nhà nữ toán học 
người Pháp. Trong số học có định lý mang tên bà liên quan đến các số nguyên tô. 
Bà có câu nói nổi tiếng: “Đại số chẳng qưả là hình học được viết ra, còn hình học 
chẳng qua là đại số được vẽ ra”. - N.D. 
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3.10. Hợp SỐ 


Số các sô nguyên tố, tức là những số nguyên lớn hơn đơn vị không 
chia hết cho một số nguyên nào khác ngoài đơn vị và bản thân nó, là 
nhiều vô hạn. 

Bắt đầu từ các số 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31... dãy các số 
nguyên tô này không có tận cùng. Nằm xen kẽ năm giữa các hợp só, 
chúng phân dãy số tự nhiên thành những đoạn hợp số dài hay ngắn. 
Những đoạn như vậy dài bao nhiêu? Có hay không có một dãy con 
gồm một nghìn hợp số chẳng hạn, không bị ngắt quãng bởi một số 
nguyên tô nào cả? 

Có thể chứng minh, dù thoạt đầu nghe có vẻ khó tin, rằng các 
đoạn hợp số xen kẽ giữa các số nguyên tô có độ đài tùy ý. Không có 
giới hạn cho độ dài của các đoạn như vậy: chúng có thể gồm hàng 
nghìn, hàng triệu, hàng tỷ, v.v. hợp só. 

Nhắc lại ký hiệu nl để chỉ ø giai thừa, bằng tích của tất cả các số 
tự nhiên từ 1 đến n. Thí dụ, 


ð =1-2-3-4-5= 120. 
Bây giờ ta chứng minh rằng, với nø bất kỳ, đoạn: 
[(m + 1)! + 2], [(n + 1)! +3], [(a + 1)! + 4], ... đến [(@ + 1)! + m + 1] 
có ‹ hợp số liên tiếp. 
Các số này liên tiếp nhau trong dãy số tự nhiên vì mỗi số sau lớn 
hơn số trước liền nó 1. Còn phải chứng minh chúng đều là hợp số. 


Số thứ nhất 
(ø+1)!+2=1-2-3-...-(n+1)+2 


là số chẵn vì cả hai số hạng của nó đều chứa thừa số 2. Mọi số chẵn 
lớn hơn 2 đều là hợp sô. 
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Số thứ hai 
(ø+ 1)!+2=1-2-3-...-(nm+1)+3 


gồm hai số hạng mỗi số đều là bội của 3. Số này là hợp số. 

Tương tự vậy đôi với tất cả các số còn lại: Số thứ k (1 < k < +} 
chia hết cho k + 1 và lớn hơn & + 1, nên nó là hợp số. 

Chẳng hạn, muốn có 5 hợp số liên tiếp, chỉ cần đặt „ — 5 trong 
công thức phía trên, và ta được dãy số 


722, 723, 724, 725, 726 


gồm toàn các hợp số. Tất nhiên, còn có các dãy 5 hợp số liên tiếp khác 
nữa, ví dụ như 62, 63, 64, 65, 66, hoặc còn có những sô nhỏ hơn nữa: 


24, 25, 26, 27, 28. 

Bây giờ, ta thử giải bài toán: 
Bài toán. Viết mười hợp số liên tiếp. 
Giải. Dựa vào những điều nói trên ta thây có thể chọn số sau đây làm 
số đầu tiên trong 10 số cân tìm: 

1-2:3-...- 11+ 2= 39816892. 
Dãy số tìm được sẽ là: 
39 816802, 39 816 803, 39816804,..., 39816811. 


Tuy nhiên còn có những dãy số gồm mười hợp số liên tiếp nhỏ 
hơn. Chẳng hạn, có thể chỉ ra một dãy không phải mười mà những 
mười ba số liên tiếp ở ngay trong trăm thứ hai: 


114, 115, 116, 117,..., 126. 
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3.11. Số các số nguyên tô 


Sự tổn tại những dãy hợp số liên tiếp dài tùy ý gây ra mỗi hòa 
nghỉ, liệu dãy số nguyên tố có hữu hạn hay không, tức là có một số 
nguyên tô nào đó lớn nhất để sau số đó không còn số nguyên tố nào 
khác hay không. Vì thế sẽ không là thừa nếu nêu ra ở đây chứng minh 
sự vô hạn của dãy số nguyên tô. 

Chứng mỉnh đó của nhà toán học cổ Hi Lạp Euclid được viết trong 
bộ sách Cơ Sở (tiếng Anh là Elements) nổi tiếng của ông. Nó thuộc 
loại chứng minh bằng phản chứng. Ta giả sử rằng dãy số nguyên tổ 
là hữu hạn và gọi sô nguyên tô cuối cùng của đãy đó là N. Ta lập số 


FE=NI+1=1-2-3-...-N+I. 


K phải có một ước số nguyên tố nào đó, gọi nó là p, và theo giả sử 
của ta về việc không tôn tại số nguyên tô lớn hơn N thì p < N. Mặt 
khác, vì p < N nên NI chia hết cho p, suy ra K chia p dư 1 chứ không 
chia hết cho p, mâu thuẫn với việc p là ước sô của . Giả thuyết về 
sự hữu hạn của tập các số nguyên tô đã dẫn đến mâu thuẫn, và do đó 
giả thuyết này sai. Bởi vậy, dù ta có thể gặp ở trong dãy số tự nhiên 
một dãy các hợp sô liên tiếp có độ dài tùy ý, ta vẫn khẳng định sau 
nó còn có một tập hợp vô hạn số nguyên tố. 


3.12. Sô nguyên tô lớn nhất đã biết 


Tuy đã biết rằng tồn ti những số nguyên tô lớn tùy ý, nhưng còn 
một vẫn để khác là làm sao nhận biết sô nào là số nguyên tố. Số tự 
nhiên càng lớn thì càng phải tính toán nhiều để nhận biết nó có là số 
nguyên tô hay không. 
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Đây là số nguyên tốt lớn nhất được biết đến tới khí cuốn sách này 
được tái bản năm 1967: 
22281 hủ 


Số này có khoảng bảy trăm ký hiệu thập phân. Người ta phải 
dùng đến những máy tính hiện đại nhất thời đó để kiểm tra nó là số 
nguyên tố1, 


3.13. Sự tính toán có trách nhiêm 


Trong thực tế tính toán, người ta hay gặp phải những tính toán 
thuần túy số học mà việc thực hiện sẽ rất khó khăn nếu không có sự 
giúp đỡ của các phương pháp đại số. 


Giả sử ta cần tìm kết quả của phép tính sau: 


2 
1 


1= 
t 90 000 000 000 


Tính toán này là cần thiết để khẳng định xem, kỹ thuật có được 
dùng định luật cộng vận tốc trước đây dùng cho các chuyển động có 
vận tốc nhỏ so với vận tốc truyền sóng điện từ, mà không cần tính 
đến những thay đổi trong cơ học của lý thuyết tương đôi hay không. 
Theo cơ học cổ điển, một vật tham gia hai chuyển động cùng chiều 
có vận tôc u¡ và ua km/s, sẽ có vận tốc (0ị + 0) km/s. 


! Những số nguyên tổ dạng 2P — 1, trong đó p là một số nguyên tô, được gọi 
là những số nguyên tô Mersenne. Số 2228! _— 1 là một số nguyên tổ Mersenne. Gần 
đây nhất, vào tháng 12/2018, người ta khẳng định rằng số 282589933 _ 1 là một số 
nguyên tô Mersenne có đến 24 862 048 chữ số, và là số nguyên tô lớn nhắn được biết 
đến cho tới thời điểm đó. - N.D. 
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Đôi với vận tốc của vật, lý thuyết tương đối cho biểu thức: 


1 + Đa 
U12 


km/s 


c2 


trong đó c là vận tốc ánh sáng trong chân không, gần bằng 300 000 km/s, 
Nói riêng, vận tốc của một vật tham gia hai chuyển động cùng chiều, 
mỗi chiều chuyển động có vận tốc bằng 1 km/s, bằng 2 km/s theo cơ 
học cổ điển, còn trong lý thuyết cơ học tương đôi thì nó bằng 


2 
1 


„_ 90 000 000 000 


km/s. 
l 


Những kết quả đó khác nhau ra sao? Những dụng cụ đo nhạy 
nhất có cảm thấy sự sai khác đó không? Để làm sáng tỏ vẫn để quan 
trọng này cần phải thực hiện tính toán nêu trên. 

Ta sẽ tính toán theo hai cách: đầu tiên bằng phương pháp số học 
thông thường, sau đó nêu cách tìm kết quả bằng phương pháp đại SỐ. 
Chỉ cần nhìn vào những dãy chữ số dài nêu ra sau đây cũng đủ thây 
tứu việt rõ ràng của phương pháp đại số. 

Trước hết, biên đổi phân số “nhiều tầng” của chúng ta: 


2 __ 180000 000 000 
1 — 90000000001 ' 


1®: =-<.--- 
lở 90 000 000 000 


Bây giờ, ta chia tử số cho mẫu số theo cách số học thông thường. 

Như các bạn thấy, việc chia này thật là chỉ li, mệt nhọc, và rât 
dễ nhằm lẫn (xem hình bên). Nói chung, ỏ mỗi hàng phải xác định 
chính xác dãy các chữ sô 9 dừng ở vị trí nào để bắt đầu dãy những 
chữ số khác. 
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180 000000000 | 90000000001 
90000000001 T,898988889877- 


899 999 990 900 
8¡0 000 000 009 


899 999 999 810 
810 000 000 009 


899 999 998 010 
810 000 000 009 


899 999 980 010 
810 000 000 009 


899 999 800 010 
810 000 000 009 


899 998 000 010 
810 000 000 009 


899 980 000 010 
810 000 000 009 


899 800 000 010 
810 000 000 009 


898 000 000 010 
810 000 000 009 


880 000 000 010 
810 000 000 009 


700 000 000 010 
630 000 000 007 


70 000 000 003 


Bây giờ bạn hãy so sánh xem đại số tính toán ngắn gọn như thế 
nào. Nó dùng đẳng thức gần đúng sau đây: nêu ø là phân số khá nhỏ 
thì 

1 


“= 
l+a z 


Khẳng định này được chứng minh rất đơn giản: ta so sánh số phải 
chia 1 với tích số chia và số thương: 


1=(1+4a)(1—ø)=1- đỶ. 


Vì ø là phân số khá nhỏ (0, 001 chẳng hạn) cho nên a° còn là phân số 
nhỏ hơn rất nhiều lần (0, 000001) và có thể bỏ qua nó. 
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Ap dụng điều vừa nói vào tính toán của tal: 


2 


2 
ï =—T—— #2-(1~0,111...-10*”) 
I5 =:.--= .=-. 
90000000000 9-1019 
=2 — 0,0000000000222... = 1,9999999999777... 


Ta cũng đi đến kết quả như trước đây nhưng bằng con đường 
ngắn gọn hơn rất nhiều. 

(Bạn đọc có thể quan tâm đến chuyện kết quả thu được trong bài 
toán ta để ra có ý nghĩa như thế nào trong lĩnh vực cơ học. Kết quả 
đó chứng tỏ rằng, do các vận tốc đang xét là rất nhỏ so với vận tốc 
ánh sáng, độ chênh lệch giữa cơ học tương đôi và cơ học cổ điện rất 
nhỏ và không biểu lộ ra: thậm chí với những vận tốc lớn như 1 km/s, 
nó chỉ thể hiện ở chữ số thứ mười một của số phải tính, mà trong 
kỹ thuật thông thường thì chỉ giới hạn từ 4 đến 6 chữ số. Vì thế ta 
có quyền khẳng định rằng lý thuyết tương đối của Einstein thực tế 
không làm thay đổi gì trong tính toán kỹ thuật đối với những vật 
thể chuyển động “chậm” so với vận tốc ánh sáng. Tuy nhiên, đối với 
ngành vật lý hạt nhân (có các hạt cơ bản chuyển động với vận tốc rât 
cao), và với ngành thám hiểm vụ trụ (với tên lửa vũ trụ đạt vận tóc 
trên 10 km/s) thì vẫn đề trở nên khác đi. Trong trường thám hiểm vũ 
trụ, sự sai khác giữa cơ học cổ điển và cơ học Einstein đã xuất hiện ở 
chữ số thứ chín hoặc thậm chí ở chữ số trước đó, và cần thận trọng 
hơn khi tính toán). 


1Sau đây, ta dùng đẳng thức xấp xỉ: 


A 
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3.14. Khi không có đại số lại đơn giản hơn 


Bên cạnh những trường hợp đại số tỏ ra có công lao lớn đối với 
sô học, cũng có những trường hợp mà sự can thiệp của đại số chỉ làm 
phức tạp thêm quá mức cần thiết. Sự hiểu biết toán học chân chính 
là ở chỗ biết sử dụng các phương tiện toán học để chọn lựa phương 
pháp hiệu quả nhất cho từng vẫn để, không cứ phải là phương pháp 
số học, đại số, hay hình học, v.v. 

Sau đây là một thí dụ tiêu biểu cho thấy đôi khi giải quyết vẫn để 
bằng số học thuần túy lại tiện lợi hơn là dùng đại số. 

Bài toán. Tìm số nhỏ nhất trong các số tự nhiên chia cho 
2 dư1 6 dư 5 
3 dư 2 ï dư 6 


4 dư 3 8 dư 7ï 
5 dư 4 9 dư 8 


Giải. Người ta đã nêu ra cho tôi bài toán này, cùng với những câu: 
“Ông giải bài toán như vậy như thê nào? Ở đây có quá nhiều phương 
trình; không tránh khỏi các phương trình đầu”. 

Nhưng chỉ cần để ý một chút là ta thây chẳng cần phải lập phương 
trình gì cả. Cộng thêm 1 vào sô đã cho, thì ta được một số chia hết 
cho tất cả các số từ 2 đến 9. Số nhỏ nhất có tính chất đó là số 


23.32.5.7 = 2580. 
Như vậy, số thỏa mãn điều kiện của bài toán là số 
2580 — 1 = 2579. 


7e L4 Ầ 2 ~ # sĂ AI ° L¿ 2 `éNe Là ` 
Nói chung, các sô thỏa mãn các điều kiện chia có dư của bài toán là 
các sÔ có dạng 2 580n — 1. 
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Chương 4. 
Phương trinh Diophant 


4.1. Mua áo len 


Bài toán. Bạn phải trả tiền mua áo len hết 19 ruble. Bạn chỉ có các 
đồng tiễn loại 3 ruble, còn người bán hàng chỉ có các đồng 5 ruble. Hỏi 
có thể thanh toán như thế nào cho được chính xác giá tiền chiếc áo? 

Câu hỏi của bài toán quy về vẫn đề tìm xem muốn trả 19 ruble thì 
bạn phải đưa cho người bán hàng bao nhiêu đồng 3 ruble và nhận lại 
bao nhiêu đồng 5 ruble. 
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`4» z , ÒÓ : À ` _Á À 
Bài toán có hai ẩn số là số z đồng 3 ruble và sỐ đồng 5 rublc, 


nhưng chỉ có một phương trình, là 
3Zz — 5 = 19 


Những phương trình hay hệ phương trình mà có nhiều ẩn số hơn 
sô phương trình thường có vô sô nghiệm thực, và do vậy được gọi là 
vô định. Tuy thê không chắc tìm được dù chỉ một lời giải là các SỐ 
nguyên, hay nguyên dương như trong trường hợp bài toán trên (vì z 
và là số các đồng tiền nên phải là số nguyên không âm). Đó là lý 
do tại sao người ta quan tâm nghiên cứu các phương pháp giải các 
phương trình hay hệ phương trình đại số vô định với nghiệm nguyên. 
Các phương trình như vậy được gọi là phương trình Diophant, theo 
tên của nhà toán học cổ đại nổi tiếng đã có công đưa chúng vào trong 
đại sô. 


Giải. Qua thí dụ này ta sẽ chỉ ra cách giải những phương trình tương 
tự. Cần tìm z và trong phương trình: 3z — 5 = 19, biết rằng z và 
là những số nguyên và không âm. 


Tách riêng ấn sô có hệ sô nhỏ hơn, tức là sô hạng 3z, ta có: 


ởz = 19 + 5, 
suy ra ỗ ` 
19+5 SE 
z= : “—=6+g+ N 


2 ~ 2s 4$ Ầ 
: cũng phải là sỐ 


` ` ~ rA ^ ^ 1 BE 
Vì z, 6 và ¿ là những sô nguyên cho nên 
nguyên. 
` 1 
Đặt ( —= lãi 


và = BRP ` 
3¿—=1+2y, hay Uˆ S =“t+—=— 
P) 2 
` ` ~ LA ^ ^ t1 - xã: la Ầ Á : 
vì ø và £ là những số nguyên nên —,— cũng phải là một sô nguyên 
y„=t+', 


: t— 1 
trong đỏ 1 = ; SUY ra 
2tq—=t— 1Vvàt= 2i +1. 

Thế giá trị  = 2í + 1 vào các đẳng thức trước, ta được: 
„=t+tìi= (2# +1)+ tị =3ii + 1, 
z=6++‡¿=6+ (3i +1) + (2 +1) = 5i +8. 

Như vậy, ta tìm được các biểu thức! cho z và g 

+z+=8+ði, 
=l+ổi. 

Chú ý rằng số nguyên ¿¡ không thể là số âm, vì nêu ¿¡ < —1 thì g 
cũng âm, trái với điều kiện của bài toán. Như vậy, í¡ có thể nhận các 
giá trị sau đây: 

tì S010, đc 


Những giá trị tương ứng cho z và g là: 


z=8+5/) =8, 13, 18, 23,... 
ụ=1+3iị = 1, 4, 7, 10,... 


! Ở đây ta mới suy luận một chiểu, rằng nếu z và y là nghiệm nguyên của bài 
toán thì chúng phải có dạng như vậy. Cần kiểm tra lại rằng điều ngược lại cũng 
đúng: nếu z và g có dạng như vậy thì chúng thỏa mãn phương trình của bài toán. 
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Cách thanh toán tiền là: hoặc bạn trả 8 đồng 3 ruble và nhận lại 
1 đồng 5 ruble: 
8:3—5= 109, 


hoặc bạn trả 13 đồng 3 ruble và nhận lại 4 đồng 5 rublc: 
13-3—-4-ð= 19, 


v.v... VềỀ mặt lý thuyết thì bài toán có vô số lời giải, nhưng trên thực 
tế thì số lời giải là hữu hạn vì cả người mua lẫn người bán đều chỉ có 
một sô hữu hạn các đồng tiền, và lời giải đầu tiên (x = 8, = 1) là 
lời giải tiện lợi nhất nên sẽ đễ được áp dụng nhất. 

Trở lại bài toán của chúng ta, chúng tôi để nghị bạn đọc tự giải 
một biên dạng của nó, cụ thể là xét trường hợp người mua chỉ có tiền 
5 ruble, người bán chỉ có tiền 3 ruble. Kết quả, ta được dãy lời giải 
sau: 


=5, 8, l1], ... 

=2, 7,12,... 
Thật vậy, 

5-5—2-3=19, 

8-5—7-3= 19, 


11:5— 12:3 = 19, 
Ta cũng có thể thu được kết quả này từ lời giải có sẵn của bài toán 
ban đầu, nếu dùng một thủ thuật đại số đơn giản như sau: 
Vì đưa trả những đồng 5 ruble và nhận lại những đồng 3 ruble 


cũng không khác gì “nhận lại những đồng âm 5 ruble” và “đưa trả 
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những đồng âm 3 ruble”, cho nên dạng mới của bài toán cũng được 
giải bằng phương trình mà ta đã lập cho bài toán ban đầu: 


ỏZ — 5 = 19, 
nhưng với điều kiện z và y là những số âm. Vì thế từ các đẳng thức 
z=8+ö5f,=1l+3iì 


và biết rằng z < 0Ö và 0< 0 ta suy ra ‡ < —ẽ: 
Cho ý = —2, —3, —4,.. .ta có những giá trị sau đây của z và : 


t=—2, —3, —4,..., 
+=~2,-7ï, =l2,..., 
 = —ð; —8, —Ì]Ì,... 


Cặp lời giải đầu tiên, z = —2,  = —5 có nghĩa là, người mua 
“trả âm 2 đồng 3 ruble” và “nhận được âm 5 đồng 5 ruble hay, dịch 
ra ngôn ngữ thông thường là trả 5 đồng 5 ruble và nhận lại 2 đồng 3 
ruble. Tương tự như vậy đôi với các lời giải sau. 


4.2. Kiểm tra cửa hàng 


Bài toán. Khi kiểm tra số bán hàng của một cửa hàng, người ta thây 
có một đoạn bị đánh đổ mực như sau: 

Bán ... mét vải dạ với giả 49 ruble 36 kopek một mét, được tổng 
cộng ...7 ruble 28 kopek. 

(... là chỗ bị đổ mực, 1 ruble = 100 kopek). Không thể đọc được 
số mét vải đã bán, nhưng chắc chắn rằng số đó là số nguyên. Chỉ còn 
phân biệt được ba chữ số cuối cùng trong tổng số tiền thu được, và 
biết chắc rằng đứng trước những chữ số đó còn có ba chữ số nữa. 
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Hình 11: Sổ bán hàng bị đánh đổ mực. 


Liệu ban thanh tra có thể phục hồi lại đoạn ghi bằng những vét 
tích còn lại đó không? 


Giải. Gọi số mét vải là z. Tổng số tiền bán được tính bằng kopek là: 
4936+z. 
Gọi số gồm ba chữ số nhòe mực trong tổng số tiền là g. 


Đó là số nghìn kopek trong tổng tiền bàn được, và toàn bộ số tiền 
tính bằng kopek được biểu thị như sau: 


1000 + 728. 
Ta có phương trình 
4936z = 1000y + 728, 


hoặc sau khi giản ước cho 8: 


617+ — 125 
= 125 


91 
617z — 91. 


Trong đó, z và ¿ là những sô nguyên, và 100 <  < 999 vì nó 
là số có ba chữ sô. 
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8 . -Á 
Chia hai vỀ cho 12z rồi biến đổi, ta được: 


34 — 8z 
2(17 - 4z) 
=ðz— lÌ+ 13g — 
(Ở đây ta lấy ch 2 vì 


=*£ —ø_ ___, vì ta muốn có phân dư càng nhỏ 
125 125 | 

càng tốt. Phân số — là số nguyên, và vì 2 không chia hết cho 
125 nên = phải là số nguyên mà ta ký hiệu là ¿). 

` + l7 —4z 

Từ phương trình ————— 

P 8 trinh 125 
17 — 4z 


=> HP 


= t, ta CÓ: 


| 


125£, 
4~81+——” 
4—-ðl¿+t\ 


trong đó 
: ¬.-. 
¡ ng 4 ⁄ 

Do đói 


4l) =1—t, 
t‡=l-dín, 
+ = 1251! -— 2ï, 
 = 617 — 134. 


! Để ý rằng các hệ số của ¿¡ bằng các hệ số của z và trong phương trình ban 
đầu 617z — 125 = 91, trong đó một trong các hệ số của ¡ có dấu ngược lại. Đó 


ˆ 3s ` LÝ .ˆ # Lá ° * ° À ` ˆ^ vả # ˆ 

không phải là ngẫu nhiên: có thể chứng minh rằng điều này luôn xảy ra nêu các hệ 
? ` vs _Ấ ^ Á _ » 

số của z và là sô nguyên tô cùng nhau. 
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Ta biết rằng 100 < y < 999, do đó: 100 < 617i — 134 < 999, 


Suy ra 
234 n. 1153 


Bị ng bự” 
TÁt nhiên, chỉ có một giá trị nguyên cho ¿¡ thỏa mãn các bất đẳng 
thức trên: 

tị =], 

và 

z=98, = 483, 
tức là, đã bán ra 98 mét vải, được tổng số tiền 4837 ruble 28 kopek. 

Đoạn ghi đã được khôi phục. 


4.3. Mua tem thư 


Bài toán. Mua 20 chiếc tem thư, các loại 40 kopek, 25 kopek và 5 
kopek, mắt tổng cộng đúng 5 ruble. Hỏi mua được bao nhiêu tem mỗi 
loạt? 


Giải. Trong trường hợp này ta có hai phương trình với ba ẩn số: 


40z + 25 + 5z = 500, 
z++z=29, 


trong đó z là số tem 40 kopek, g là số tem 25 kopek, z là số tem 5 
kopek. Chia phương trình thứ nhất cho 5 rồi trừ đi phương trình thứ 
thứ hai, ta được một phương trình hai ẩn: 


7z + Aụ = 80. 


Ta tìm ø: 


"Án Ẵ `. T 
Như VẬY + phải là số nguyên. Đặt £ = 2; ta Có: 
ụ=20—ït, œ=Át. 


Thế các biểu thức của z và vào phương trình z++z = 20, ta được 
At -_- 20 — 7‡ + z = 20, hay z = 3i. 
Vì z >0, >0 và z > 0 nên dễ xác định các giới hạn của ¿: 


0<‡< 


từ đó ta kết luận răng ¿ chỉ có thể nhận ba giá trị nguyên: 0, 1 và 2. 
Các giá trị tương ứng z, và z như sau: 


Thử lại thấy đúng. Như vậy, nêu không nhất thiết phải mua cả ba 
loại tem thì có ba cách như trên. Nêu phải mua cả ba loại tem thì 
cách thứ nhất không được tính, chỉ còn hai cách sau. 


Bài toán sau đây cũng thuộc loại đó. 
FA Z ^ 
4.4. Dưa hầu - tảo - mặn 


Bài toán. Mua 100 quả, gôm 3 loại dựa hấu, táo và mận, mắt tổng 
cộng 50 ruble. Giá quả như squ: 


dưa hầu, một quả... 5 ruble 
táo " .„„ Lruble 
mận " ..„„ 10 kopek 


Hỏi mua được bao nhiêu quả mỗi loại? 
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Hình 12: Dưa hấu, táo, mận 


Giải. Gọi số dưa hấu là z, sô táo là „ và sô mận là z, ta lập được hai 
phương trình: 


500+z + 100y + 10z = 5000, 
z + 0 + z = 10. 


Chia phương trình thứ nhất cho 10 rồi trừ đi phương trình thứ 
hai, ta được một phương trình hai ẩn: 


49z -+ 9 = 400. 
Tiếp theo, tương tự như trong các bài toán trước, ta chia hai về của 


phương trình này cho hệ số nhỏ hơn trong các hệ số, tức là cho 9, để 
đơn giản hóa nó. Ta được: 


400 — 49 = 
—===._ẽ.. nan... 


© z—=]-, 


ụ = 44 — ð(1 — 9£) + 4t = 39 + 49. 
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Từ các bắt đẳng thức 1 — 9 > 0 và 39 + 49 > 0, ta thấy rằng 
- t> - đo đó ¿ = 0. Vì thế 
z=l,=39. 
Thé những giá trị đó của z và + vào phương trình z + -+ z = 100, 
ta được: z = 60. 
Như vậy, mua được 1 quả dưa hấu, 39 quả táo và 60 quả mận. Đây 
là lời giải duy nhất, không tổn tại những tổ hợp khác. 


4.5. Đoán ngày sinh 


Bài toán. Bạn đẻ nghị một người bạn của mình nhân ngày sinh của 
anh ta với 12 và nhân tháng sinh với 31. Anh ta thông báo cho bạn 
tổng của hai tích và theo đó bạn tìm ra ngày sinh. 

Ví dụ, anh ta sinh ngày 9 tháng hai, thì anh ta sẽ thực hiện những 
tính toán sau: 9 - 12 = 108, 2 - 31 = 62, 108 + 62 = 170. Anh ta thông 
báo cho bạn số cuỗi cùng 170 này, và từ đó bạn phải xác định ra ngày 
sinh. Xác định như thế nào? 


Giải. Bài toán quy về giải phương trình Diophant 
12z + 3ly = 170 


với nghiệm nguyên dương, trong đó số ngày là z < 31, còn số tháng 
là  < 12. Dùng phương pháp chia cho hệ số nhỏ hơn để đơn giản 
hóa, ta có: 


sẽ c]22-0uy ta jjy đụ bạ 
12 1 

_ 2+ũ# 

—— 19 7 
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h=—” © t=l_-öÍ, 


UJ= 2(1 — B1) =2 l7; 
HH 14— 3(2— 12) + 1— ðfi =9+ 5Ì). 


Biết 31 > z > 0 và 12 >  > 0 ta tìm được giới hạn của í¡: 


To << ` ‹6:1107:e>//suý2=0e2) 
Xã! 6 

Ngày sinh là mồng 9 tháng 2. 

Có thể đưa ra một cách giải khác không cần đến phương trình. Số 
mà ta được thông báo là a = 12z + 31. 

Vì 12z + 24 chia hết cho 12, nên 7 và a có cùng số dư khi chia 
cho 12. Sau khi nhân với 7, ta có 49y và 7a có cùng số dư khi chia 
cho 12. Nhưng 49 = 48y + , mà 48 lại chia hết cho 12, như thế có 
nghĩa là và 7ø có cùng số dư khi chia cho 12. Nói cách khác, nếu a 
không chia hết cho 12 thì y bằng số dư khi chia 7ø cho 12, còn nếu ø 
chia hết cho 12 thì  = 12. 

Bằng cách đó, số y (số tháng) hoàn toàn được xác định. Sau khi 
biết „ thì dễ dàng tìm được z. 

Để tìm số dư của 7ø chia cho 12, hãy thay số a bằng số dư của nó 
khi chia cho 12, như thể tính toán sẽ gọn hơn. Ví dụ, nêu ø = 170 đầu 
tiên chia 170 cho 12 dư 2, rồi lẫy 7 - 2 = 14 chia cho 12 dư 2, được sỐ 
tháng là 2. 

Số ngày là 


170— 2-31 _ 108 _—Ú 


12 12 
Vậy ngày sinh của anh bạn là mông 9 tháng 2. 
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Ta chứng minh trò tiêu khiển bao giờ cũng đạt kết quả, tức là 
phương trình bao giờ cũng chỉ có một nghiệm nguyên dương thỏa 
mãn z < 31, < 12. 

Gọi số được thông báo là a, việc tìm ngày sinh quy về giải phương 
trình 12z + 31 = ø. Giả sử phương trình này có hai nghiệm nguyên 
dương (z1, ¡) và (za, a), trong đó zạ và z¿ không vượt quá 31, và 
2 không vượt quá 12. Ta chứng minh chúng phải trùng nhau. Ta có 
l12z¡ + 3l = a và 12za + la = a. 


Trừ phương trình thứ nhất cho phương trình thứ hai, ta được: 
12(Z1 — z2) + 31(91 — 9a) = 0. 


Từ đẳng thức này suy ra số 12(z¡ — za) chia hết cho 31, suy ra z¡ — za 
chia hết cho 31. Vì z¡ và za¿ là những số dương không vượt quá 31 
nên z¡ — za nhỏ hơn 31 và lớn hơn —31. Bởi thế số 12(z — zs) chỉ có 
thể chia hết cho 31 khi z¡ — za = 0, tức là khi lời giải thứ nhất trùng 
với lời giải thứ hai. 


4.6. Bán gà con 


Bài toán. Ba chị em mang gà con ra chợ bán. Một người mang 10 con, 
người thứ hai 16 con, người thứ ba 26 con. Đến trưa họ đã bán được 
một phẩn gà con của mình với cùng một giá. Đến chiều, sợ bị ế, họ hạ 
giá và đã bán được số gà còn lại với cùng một giá. Cả ba về nhà với số 
tiên bán được như nhau: mỗi người được 35 ruble. 
Họ đã bán gà với giá bao nhiêu vào buổi sáng và buổi chiêu? 

Giải.Gọi số gà con mỗi người bán được cho đến trưa là z, g, z. Buổi 
chiều họ bán được 10 — z, 16 — , 26 — z con gà. Gọi giá gà buổi sáng 


là ø, buổi chiều là b. Để cho rõ ràng ta lập bảng. 
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Số gà đã bán Người  Ngườa Người3 Giá 
Buổi sáng z Ụ - G 
Buổi chiều 10 — # 16 — 26 — z b 


Người thứ nhất thu được az+b(10— z), do đó az-+b(10— #) = 3ã, 
Người thứ hai thu được ø + ð(16 — ), do đó ø + b(16 — ) = 35. 
Người thứ ba thu được az + b(26 — z), do đó az + b(26 — z) = 35. 
Ta được hệ phương trình sau, mà ta sẽ gọi là hệ (*): 


az + b(10 — Ø) = 35, 
đu + b(16 — 0) = 35, 
œaz + b(26 — z) = 35. 


Trừ phương trình thứ ba cho phương trình thứ nhất, rồi trừ phương 
trình thứ ba cho phương trình thứ hai, ta được: 
(a— b)(z — #) + 16b = 0, 
(œ — b)(z — ) + 10b =0, 
hay là 
(ø — b)(z — z) = 16, 
(œ — b)(w — z) = 10b. 
Chia phương trình thứ nhất trong hai phương trình này cho phương 
trình thứ hai, ta có: 


+—z 6 . #—Z2Z_ tU—Z 
= -, hay Ì = . 
JS nh. VU 0B 5 


Vì z, ụ, z là những số nguyên cho nên các hiệu z — z,  — z cũng 
là những số nguyên. 
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Vì thế để tổn tại đẳng thức: 


#—2 tụ —z 


8 b 


thì điều kiện cần là z — z chia hết cho 8,  — z chia hết cho 5. 


L¿ — Z — Z ` Ầ ˆ^ 
Do đó: ‡ = “ TRUING: : : là sô nguyên, suy ra 
z=z+6t, 
U= z+ 5ï. 


Để ý răng số ¿ không chỉ nguyên mà còn dương, vì z > z (nếu 
ngược lại thì người thứ nhất không thể bán được số tiền bằng người 
thứ ba). Vì z < 10, cho nên 


z + 8t < 10. 


Với các số nguyên dương z2 và í, bất đẳng thức sau cùng này chỉ được 
thỏa mãn trong một trường hợp: khi z = 1 và ¿ = 1. Thay những giá 
trị này vào các phương trình z = z + 8t và  = z + äi, ta được: 


+=9, =6. 


Bây giờ ta trỏ lại hệ (*) phía trên, và thê vào hệ phương trình đó các 
giá trị tìm được của z, , z, ta tính ra giá bán gà con: 


N) 1 
q= 37 ruble, b = Ì ñ ruble. 


Như vậy, giá bán một gà con buổi sáng là 3,75 ruble, buổi chiều 
là 1,25 ruble. 
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4.7. Hai con sô và bốn phép toán 


Trong việc giải các phương trình Diophant bậc nhất ở phía trên, 
chúng ta đã dùng các phép chia và tính chất chia hết để làm đơn 
giản hóa dẫn các phương trình. Ta cũng sẽ làm tương tự với những 
phương trình Diophant bậc cao hơn. 


Bài toán. Thực hiện bỗn phép toán sau với hai số nguyên dương: 
1) cộng chúng lạt 
2) trừ số lớn cho số nhỏ; 
3) nhân chúng với nhau; 
4) chia sỗ lớn cho số nhỏ. 
Công các kết quả thu được thành 243. Tìm các số đó. 


Giải. Gọi sô lớn là z, sô nhỏ là g, ta có: 


+% 
(Pin RE LẠ PSPIHUIVĐMTr TP) 


Nhân phương trình này với g, rồi mở ngoặc và rút gọn các số hạng 

đồng dạng, ta được: 
z(2u + uˆ + 1L) = 243g. 
243 

[ng Dài 

Muốn cho z là số nguyên, mẫu số ( + 1)2 phải là một trong các 
ước của số 243 (vì không có thừa số chung với g + 1). Biết 243 = 35 
ta thấy 243 chỉ chia hết cho các số chính phương sau: 1, 32, 92. 


Nhưng 2 + Ÿ + 1 = (y + 1)? cho nên: z = 


Vậy ( + 1)? phải là 1, 32 hoặc 92, suy ra (nhớ răng phải đương) 
„ băng 8 hoặc 2. 


` 8 : 2 
Lúc đó z băng 243 - T= 24, hoặc 243 - JE 54. 


Vậy các số phải tìm là 24 và 8, hoặc 54 và 2. 
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4.8. Hình chữ nhật nào? 


Bài toán. Các cạnh của một hình chữ nhật là các số nguyên. Chúng 
phải dài bao nhiêu để chu vi hình chữ nhật có số ảo bằng diện tích 
của nó? 
Giải. Gọi chiều dài các cạnh của hình chữ nhật là z và g, ta lập được 
phương trình 2z + 2 = z, Suy ra z = n_ 

Vì z và phải dương nên số  — 2 cũng phải dương, tức là y phải 
lớn hơn 2. Để ý rằng 

2 _ 2g,—2)+4 _ 4 


2+ 


n0 ụ— 2 Ụ— 2 


Vì z phải là số nguyên dương và  > 2 nên biểu thức - Cũng 


phải nguyên dương. Điều này chỉ có thể xảy ra khi  — 2 bằng 1 hoặc 
2 hoặc 4, tức là bằng 3 hoặc 4 hoặc 6. Các giá trị tương ứng của + 
sẽ là 6, 4, 3. 

Vậy, hình cần tìm hoặc là hình chữ nhật có các cạnh 3 và 6, hoặc 
là hình vuông cạnh 4. 


4.9. Hai số có hai chữ số 


Bài toán. Các số 46 và 96 có một đặc tính thú vị: tích của chúng không 
thay đối khi hoán vị các chữ số trong từng số. Thật vậy, 46-96 = 4416 = 
64 - 69. Cần xác định xem còn có những cặp số khác có cùng những tính 
chắt sau không: Mỗi số có hai chữ số khác nhau, số này không phải là 
hoán vị các chữ số của số kia, và tích của hai số không đổi sau khi hoán 
vị các chữ số trong mỗi số. Hãy tìm tắt cả các cặp số đó? 
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Giải. Gọi các chữ số của các số phải tìm là z và ¿, z và ý, ta có phương 
trình: 
(10z + )(10z + £) = (10w + z)(10 + z2). 


Mỏ ngoặc rồi giản lược, ta có: 
+z = tt, 


trong đó z, , z, £ là những số nguyên nhỏ hơn 10. Để tìm lời giải, ta 
lập nên từ 9 chữ số tắt cả các cặp khác nhau có tích bắng nhau: 


1:48 = 2:2 2.-8=4 
1I-6=2-3 -8=3ä 
1I-8=2-4 j:8=4 
1I-9=3-3 4-9=6-6 
2-6=3-4 


(Các đẳng thức hiển nhiên kiểu 2 - 3 = 2 - 3 và 2 - 3 = 3 - 2, ứng với 
các lời giải kiểu 22 - 33 = 22 - 33 và 23 - 32 = 32 - 23, đã bị loại đi). 

Tắt cả có 9 đẳng thức. Từ mỗi đẳng thức có thể tạo ra một hoặc 
hai nhóm số phải tìm. Thí dụ, từ đẳng thức 1 - 4 = 2 - 2 ta có một lời 
giải: 12 - 42 = 21 - 24, còn từ đẳng thức 1 - 6 = 2 - 3 ta có hai lời giải: 
12 - 63 = 21 - 36 và 13 - 62 = 31 - 26. 

Như vậy, ta tìm được tổng cộng 14 lời giải sau đây: 


12-42=21-24 23-96 = 32-69 
12-637=21-36 24-63 =42- 36 
12-84= 21:48 24-84 = 42-48 
13-62=31-26 26-93 =62-39 
13-93=31:39 ỏ4 - 86 = 43 - 68 
14-82 =41-28 36 - 84 — 63 - 48 
23-64= 32-46 46 - 96 = 64 - 69 
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4.10. SỐ Pythagoras 


Một phương pháp chính xác và thuận tiện mà những người đạc 
điền đã dùng để vẽ các đường vuông góc trên thực địa là như sau. Giả 
sử qua điểm A4 trên đường thẳng ⁄N cần vẽ đường vuông góc với 
MN (hình 13). Từ A đặt theo trên đường 4N một đoạn 4Ø bằng 
ba lần khoảng cách aø bắt kỳ. 


Hình 13: Dựng đường vuông góc. 


Sau đó thắt trên một sợi dây ba nút có khoảng cách bằng 4a và 5a. 
Đặt hai nút đầu và cuối vào hai điểm A và B, rồi căng dây ở nút giữa. 
Sợi dây tạo nên một tam giác có góc 4 vuông. Phương pháp cổ xưa 
này được những người xây dựng kim tự tháp Ai Cập áp dụng từ hàng 
nghìn năm trước đây, dựa trên cơ sở là, mỗi tam giác có các cạnh tỷ lệ 
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với nhau như 3 : 4 : 5 là tam giác vuông theo định lý Pythagoras nổi 
tiếng vì, 
32+ 42 =8. 

Ngoài bộ số 3, 4, 5 còn có vô số số nguyên dương a, b, c, thỏa mãn 

hệ thức 

a2 + bŸ = c. 
Chúng được gọi là các số Pythagoras. Theo định lý Pythagoras, những 
số như vậy có thể dùng làm độ dài các cạnh của một tam giác vuông 
nào đó, với a, b là các cạnh góc vuông và c là cạnh huyễn. 

Rõ ràng, nếu (a,b,c) là một bộ ba sô Pythagoras thì (pa, pb, pc), 
trong đó p là một thừa số nguyên dương bất kỳ, cũng là một bộ số 
Pythagoras. Ngược lại, nêu các số Pythagoras có một thừa số chung 
thì có thể giản ước chúng cho thừa số chung đó và lại được một bộ 
ba số Pythagoras. Vì thế, đầu tiên ta sẽ nghiên cứu những bộ ba số 
Pythagoras nguyên tô cùng nhau (các số còn lại được suy ra từ chúng 
bởi phép nhân với thừa số nguyên ?). 

Ta sẽ chứng minh rằng trong mỗi bộ ba (ø, b, c) như vậy, một trong 
các “cạnh góc vuông” phải chẵn, cạnh kia phải lẻ. Ta lập luận bằng 
phản chứng. Nếu cả hai “cạnh góc vuông” là chấn thì a2 + ð2 sẽ chẵn, 
nghĩa là cả “cạnh huyền” cũng chẵn, tức là nhưng a, b,c đều chia hết 
cho 2, mâu thuẫn với giả thiết là các số a, b, c không có thừa số chung. 
Vậy ít nhất một trong hai “cạnh góc vuông” ø và b phải lẻ. 

Còn lại một khả năng: cả hai “cạnh góc vuông” đều lẻ còn “cạnh 
huyền” chẵn. Dễ chứng minh điều này không xảy ra. Thật vậy, nêu 
các “cạnh góc vuông” có dạng ø = 2z + 1 và b = 2 + 1, thì tổng bình 
phương của chúng sẽ băng 


4z2 + 4z + 1+ 4? + 4u+ 1= 4(z2+xz+?+)+2, 


tức là một số chia cho 4 dư 2. 
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Trong khi đó thì bình phương của một số chẵn bắt kỳ phải chia hết 
cho 4. Nghĩa là, tổng các bình phương của hai số lẻ không thể là bình 
phương của số chẵn; và bộ ba số của ta không phải là Pythagoras. 
Vậy thì, trong các “cạnh góc vuông” a và b phải có một cạnh chẵn, 
cạnh kia lẻ, vì số a2 + b2 lẻ, tức là “cạnh huyền” c lẻ. Để xác định, ta 
giả thiết rằng ø lẻ, b chẵn. 


Từ đẳng thức a2 + b2 = c2 ta đễ dàng suy ra: 
a2 = c2 — b2 = (e+b)(c— b). 


Các thừa số c + b và c — b ở về phải là nguyên tố cùng nhau. Thật vậy. 
nêu chúng có thừa số nguyên tô chung khác 1, thì có thể chia cả tổng 


(c+b)+(c—b) =2, 


lân hiệu 
(c+b) — (c— b) = 2b, 
và tích 
(c+ b)(c— b) = aŸ, 

cho thừa số đó, tức là các số 2c, 2b và a có thừa số chung. Vì a lẻ nên 
thừa số nguyên tô này khác 2, cho nên các số a, b, c cũng chia hết cho 
nó, mâu thuẫn với giả thiết a, b, c không có thừa SỐ chung. 

Như vậy, các sô c + b và e — b phải nguyên tô cùng nhau. Nhưng, 


nêu tích các sô nguyên tô cùng nhau là một số chính phương thì mỗi 
số đó cũng là một só chính phương, tức là 


c+b=rmnˆ 


cœ—b = nŸ. 
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Giải hệ này ta được: 


a” = (e+ b)(c — b) 


2m2 


—= TH. ?T\ ;y (q = TT. 


Như vậy, các số Pythagoras đang xét có dạng 


ˆ- n2 + nŸ 
S1 EU: TU” TẾ 


⁄ éX X ~ HA 2 ^ Ầ ` 
trong đó rn và + là những sô lẻ nguyên tô cùng nhau. 


Đảo lại, bạn đọc cũng dê thây: với mọi rm và mø lẻ, các công thức 
trên sẽ cho một bộ ba sô Pythagoras a, b, c. 


Sau đây là những bộ ba số Pythagoras tìm được, với cả a, b, c đều 
nhỏ hơn 100 và không có thừa số chung: 


khm =93,n=1 
khi mm = 5, n = 1 
khi rn = 7, n = 1 
khi rm 9, ø® = 1 


khi m — 11, „ = 1 
khi m = 13, n = 1 
khi mm = 5, n = 3 
khi mm = 7, n= = 3 
khi m = 11, re = 3 
khi rm = 13, n = 3 
khi rm = 7, n = 5ð 
khi m = 9, n = ð 
khi m = 11, „ = ð 
khi rm = 13,  = ð 
khi m = 9, „ = 7 
khi rm = 11, n = 7 


344+42=ð!, 
ð2 + 122 = 132, 
72 + 242 = 252, 


92+ 402 = 412, 

112 + 602 = 612, 
132 + 842 = 852, 
152 + 82 = 172, 

212 + 202 = 293, 
332 + 562 = 652, 
392 -+ 802 = 893, 
352 + 122 = 372, 
452 + 282 = 532, 
B52 + 482 = 732, 
652 -+ 722 = 972, 
632 + 162 = 65', 
772 + 362 = 88Ÿ. 


Nói chung, các số Pythagoras có một loạt các tính chất thứ vị mà 
ta kể ra dưới đây nhưng không chứng minh: 


1. Một trong các “cạnh góc vuông” phải chia hết cho 3. 
2. Một trong các “cạnh góc vuông” phải chia hết cho 4. 
3. Một trong các số Pythagoras phải phải chia hết cho 5. 


Bạn đọc có thể thấy rõ những tính chất này khi xem xét các bộ số 
Pythagoras liệt kê phía trên. 


4.11. Phương trình Diophant bậc ba 


Hình 14: Một đẳng thức thú vị. 


Tổng các lập phương của ba số nguyên có thể là lập phương của 
một số thứ tư. Thí dụ: 


33+ 43 +53 = 6Ÿ. 


Điều này có nghĩa là, hình lập phương cạnh 6 cm có thể tích bằng 
tổng của ba hình lập phương có cạnh bằng 3cm, 4cm và 5 cm (hình 
14). Ta thử tìm những hệ thức khác cũng thuộc loại này, tức là đặt 
ra cho mình bài toán như sau: tìm nghiệm nguyên của phương trình 
z3 + y3 + z3 = uỲ, 
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Để tiện lợi, ta đặt ¿ = —u, và phương trình trên trở nên có dạng 
đơn giản hơn: 


z3-+2+z”+t=0. 


Ta xét một thủ thuật cho phép tìm ra một tập hợp vô hạn các lời 
giải bằng số nguyên của phương trình này. Giả thử a, b, c, d và œ, 8, 
^, ð là hai bộ bốn số thỏa mãn phương trình. Ta cộng thêm vào các 
số của bộ bôn thứ nhất các số của bộ bồn thứ hai sau khi đã nhân với 
một số k nào đó, và cô gắng chọn k # 0 sao cho các số thu được 


a + kœ, b+ k8, c+ kx, d+ kỗ 
cũng thỏa mãn phương trình đã cho, có nghĩa là ta muốn có: 
(a + kø)Ÿ + (b + k8) + (c+ ky) + (d + kð)3 = 0. 
Mỏ ngoặc và để ý răng các bộ bốn a, b, c, đ và œ, Ø, +, ô thỏa mãn: 
øœ+b3”+c)+d3=0 và œ)+83++¬+)+# >0, 
Ta có: 
3a °kœ+3ak?a2-++3b2k/8+3bk282+3c2k++3ck242-+3d2kð2-_3dk2ð2 = 0, 
hay 
3k |(a œ + b8 + c?x + đ?) + k(ao2 + b8? + cy? + dð2)| = 0, 
SUY ra 


— Sœ+bÙ?8+c2y+ đô 
—— qœ2 +b82 + œ2 + dð2' 


Như vậy, nêu biết hai bộ bốn số thỏa mãn phương trình đã cho 
thì có thể tìm được một bộ bốn mới: muốn vậy, phải thêm vào các số 


120 


của bộ bốn thứ nhất có các số của bộ bốn thứ hai đã nhân với k, có 
giá trị nêu trên. 
Để áp dụng thủ thuật này, phải biết hai bộ bốn số thỏa mãn 
phương trình ban đầu. Ta đã biết một bộ bốn như vậy là (3, 4, 5, —6). 
Còn phải lây một bộ bốn nữa ở đâu? Lối thoát rất đơn giản: chỉ 
cần để ý rằng bộ bốn số r, —r, s, —s, với r và s bắt kỳ, hiển nhiên 
thỏa phương trình ban đầu. Như vậy, ta có thể đặt 
g=ó,. 0= 4, c=ð, đ=-Ổ, 
œ=r, 8=_—r, +=s, ð=-—s. 
và tìm được giá trị sau đây cho k: 


—fr— 11s 7r+ 11s 


'.—= =—=—=_—=-. 
r2 — s2 r2 — s2' 


còn các số ø + kơ, b + k8, e-+ ky, d+ kỗ tương ứng bằng: 
28r2 -+- 11rs — 3s2 21r2 — 1lrs — 4s 


7r2 — s2 : 7r2 — s2 : 
35r2 -++ 7rs + 6s? —42r2 — 7rs — 532 
fr2—sg2) ` Tr2 — s2 


Theo những điều nói trên thì bốn biểu thức này sẽ thỏa mãn 
phương trình ban đầu z3 + y3 + z3 +3 = 0. Vì tất cả các biểu thức đó 
đều có cùng một mẫu số 7z? — s? nên có thể nhân chúng với mẫu số 
chung này và vẫn nhận được một nghiệm của phương trình ban đầu. 
Vậy là, bồn số sau đây sẽ thỏa mãn phương trình vừa viết: 

œ = 28r2 + llrs — 3s`, 
ụ = 21rˆ — 1lrs — 4$, 
z = 8Br? + Tra + 642, 

‡ = —42r” — Tra — 53Ề. 
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(Có thể thử lại trực tiếp bằng cách cộng tổng lập phương của các 
biểu thức này). 

Chọn các giá trị nguyên khác nhau của z và s, ta được một dãy 
các lời giải nguyên của phương trình. Nếu các số thu được có thừa số 
chung thì có thể chia chúng cho thừa số chung đó. 

Ví dụ, khi  = 1, s = 1, ta nhận được bộ giá trị cho z, g, z, f là 
36; 6; 48; —54, hoặc sau khi giản ước cho 6 là các giá trị 6; 1; 8; —9, 
tức là ta có: 

63 + 13+ 8 = 9Ẻ. 


Sau đây còn một loạt các đẳng thức loại như vậy, sau khi đã giản 


ước cho thừa số chung: 


khi rz = 1, s= 2 383 + 733 = 173 + 763, 
khir =1,s7= 3 173 + 553 = 243 + 543, 
khi r =1,s=5 43 + 1103 = 673 + 1013, 
khi r = 1,s=4 83 + 533 = 293 + 50, 
khi r — 1, s= —I1 754v 1P = 20; 
khi r = 1,s=—2 23 + 163 = 93 + 153, 
khi r = 2, s = —1 293 -+ 343 + 44) = 533, 
V.V. 


Nếu trong bộ bốn ban đầu 3, 4, 5, —6, hoặc trong những bộ bốn 
mới tìm được, ta thay đổi vị trí các sô và áp dụng cũng thủ thuật trên, 
ta sẽ được một loạt lời giải mới. Thí dụ, lẫy bộ bốn 3, 5, 4, —6 (tức là 
đặt a = 3, b = 5ð, c = 4, d = —6), ta được các biểu thức cho z, , z, £: 


z = 20r2 + 10rs — 352, 
 = 12r2 — 10rs — 5s”, 
z = lõr? + 8rs + 6s , 

‡ = —24r2 — 8rs — 43. 
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Từ đây, với các r, s khác nhau ta có được một loạt các hệ thức mới: 


khir =1, s=1 93 + 103 = 13 + 123, 
khir =1,s=3 233 + 943 = 635 + 842, 
khi r = 1, s=5 ð3 + 163 -+ 1643 = 2063, 
khi r = 1,s = 6 73 + 543 + 573 = 708, 
khi r= 2,s= 1 232 + 973 + 863 = 1163, 
khi r = 1, s=—3 33 + 362 + 375 — 463, 
V.V. 


Bằng cách này, ta tìm được vô số lời giải là số nguyên cho phương 
trình Diophant zŠ + 3 + z3 + #3 =0. 


4.12. Trắm ngàn cho một đỉnh lý 


Vào năm 1856, một nhà toán học tên là Paul Wolfskehl ở Darm- 
stadt đã dành cả một khoản tiền kếch xù là 100000 đồng mark Đức 
thời đó (tương đương gắn 2 triệu đô la Mỹ vào năm 2019 - N.D.) 
làm phần thưởng cho ai chứng mỉnh được giả thuyết nổi tiếng sau 
đây, gọi là “định lý lớn Fermat”: Phương trình +" + " — z" không có 
nghiệm nguyên dương với n > 9. 

Ta sẽ làm sáng tỏ điều vừa nói. Ta thây các phương trình: 


+3 + 2 = z2, 
z°+ph+z3=#Ð 


có vô số lời giải nguyên dương. Nhưng bạn hãy thử tìm ba số nguyên 
dương thỏa mãn đẳng thức z3 + 3 = z3; sự tìm kiếm của bạn là vô 
ích. Sự thất bại như vậy cũng chờ bạn trong việc tìm kiếm các thí dụ 
cho lũy thừa bậc bốn, bậc năm, v.v. “Định lý Fermat” cũng khẳng định 
điều đó. 
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Vậy người ta đòi hỏi gì ở những người tranh giành giải thưởng? 
Họ phải chứng minh rằng kết luận trên là đúng cho mọi số tự nhiên 
n > 3. Nhưng chẳng có ai nhận được giải thưởng này. 

Tác giả của “định lý? này là nhà toán học Pháp nổi tiếng thê kỷ 
XVII Pierre de Fermatl. Fermat đã viết ra “định lý” của mình trong 
cuỗn sách của Diophant, kèm theo dòng chữ bên lể: “Tôi đã tìm ra 
chứng minh kỳ lạ của mệnh để này, song ở đây không có chỗ để trình 
bày nó”. 

Tuy nhiên, trong suốt mây thế kỷ kể từ khi “định lý Fermat” được 
phát biểu, nhiều nhà toán học lớn đã tìm đủ mọi cách chứng minh 
nó, và đầu tiên họ chỉ chứng minh được cho những số mø cụ thể hoặc 
cho một họ các số ø nào đó: Euler (1797) đã chứng minh định lý 
Fermat cho lũy thừa bậc 3 và 4. Legendre (1823) đã chứng minh nó 
cho bậc 5, Lamé và Lebesgue (1840) cho bậc 7. 


Năm 1849 Kummer đã chứng minh định lý cho một nhóm rộng 
lớn các lũy thừa, cho mọi số mũ nhỏ hơn 100. Những công trình này 
đã vượt xa ra ngoài phạm vi toán học màx Fermat đã biết, và việc có 


thể tìm ra được một chứng minh tổng quát cho “định lý lớn” của ông 
đã trở nên khó hiểu?. 


! Eermat là luật sư, đại diện của vua Pháp tại nghị viện Toulouse, đồng thời là 
một trong những nhà toán học lớn nhất thời đại của ông. Nhiều phát minh quan 
trọng của ông không được công bố nhưng được viết trong thư từ trao đổi với các 
nhà khoa học lớn khác như Descartes, Huygens, Roberval. Ngoài nghiên cứu số học, 
ông còn sáng lập ra lý thuyết xác suất cổ điển cùng với Pascal, đưa ra định luật biến 
phân, giải thích bằng biến phân định luật Snell về khúc xạ ánh sáng, v.v. 

2 Cuối cùng, đến năm 1994, “định lý lớn Fermat” mới được chứng minh trọn vẹn, 
bởi nhà toán học Andrew Wiles. -N.D. 
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Chương 5. 
Phép toán thứ sáu 


5.1. Phép toán thứ sáu 


Phép cộng và phép nhân, mỗi phép đều có một phép toán ngược 
gọi là phép trừ và phép chia. Phép toán thứ năm - phép nâng lên lũy 
thừa - có hai phép toán ngược: phép tìm cơ số và phép tìm số mũ. 
Phép tìm cơ số là phép toán thứ sáu được gọi là phép khai căn. Việc 
tìm số mũ - phép toán thứ bảy - được gọi là phép logarit. 
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Dễ hiểu lý do tại sao phép nâng lên lũy thừa có hai phép toán 
ngược, trong khi phép cộng và phép nhân mỗi phép toán chỉ có một: 
hai số hạng trong một phép tính cộng bình đẳng với nhau, có thể 
đổi chỗ cho nhau (mà không làm thay đổi kết quả); điều này cũng 
đúng đối với phép nhân; nhưng những số có mặt trong phép nầng 
lên lũy thừa, tức là cơ số và số mũ của lũy thừa, không bình đẳng với 
nhau, nói chung không thể hoán vị chúng (thí dụ 35 #4 53). Vì thế, 
việc tìm các số có mặt trong phép cộng, hay trong phép nhân, được 
thực hiện bởi những cách giống nhau, còn việc tìm cơ sô của lũy thừa 
và số mũ của lũy thừa được thực hiện bằng các cách khác nhau. 

Phép toán thứ sáu, phép khai căn, được biểu thị bởi dẫu Xi 
Không phải mọi người đều biết đó là biến dạng của chữ cái La Tinh 
, chữ đầu trong các từ gốc La Tinh có nghĩa là “căn thức”! 
thời kỳ (thê kỷ XVI) không phải chữ r thường mà là chữ ? việt hoa 
đã được dùng làm dấu căn, bên cạnh nó đặt chữ cái đầu tiên của các 
từ “bậc hai” (g) hoặc “bậc ba” (c) trong các tiếng gốc La Tỉnh để chỉ 
rõ yêu câu khai căn bậc mấy. Chẳng hạn, người ta viết 


. Đã có 


R.q.4352 


thay cho ký hiệu ngày nay 
v4352 


Nếu bổ sung thêm rằng, trong thời kỳ mà những ký hiệu hiện nay 
về dầu dương và dấu âm còn chưa được dùng phổ biến và ở vị trí của 
chúng người ta viết các chữ p và m, và các dâu ngoặc được thay thế 
bằng các ký hiệu và _, thì sẽ rõ, các biểu thức đại số khi ây có dạng 
lạ lùng như thế nào đối với thời nay. 


«r ễ” 1 


1 Tiếng Anh: root, tiếng Pháp, racine. Các từ này có nghĩa là gốc rễ” trong 
ngôn ngữ thông thường, trong toán học thì nó có nghĩa là cái “sốc”. của phép nâng 


nên lũy thừa, và tiếng Việt gọi cái “gốc” đó là căn thức. -N.D. 
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Đây là một thí dụ trong cuốn sách của nhà toán học cổ Bombelli 
(1526-1572): 
..c.L R.q.4 352p.16_m..R.cL R.qg.4 352m.16-¬ 


Ngày nay, biểu thức trên được viết đưới dạng: 


U V4352 + 16 — {/ V4352 — 16 


Ngoài cách viết ‡⁄2 cho căn bậc ø của một số ø, còn có cách viết 
khác là ø, được nhà toán học Hà Lan nổi tiếng Simon Stevin để xuất 
từ thê kỷ XVI. Ký hiệu này nhắn mạnh một cách trực quan rằng, mỗi 
căn thức chẳng qua cũng là một lũy thừa với số mũ là phân số. 


5.2. Số nào lớn hơn? 


Bài toán thứ nhất. Số nào lớn hơn: Ÿ⁄5 hay là v2? 

Yêu cầu giải bài toán này và các bài toán tiếp sau mà không cần 
tính giá trị của các căn thức. 
Giải. Nâng cả hai số lên lũy thừa bậc mười, ta được: 


0 


(8) =#=zm (V) =#ngg 


Vì 32 > 25, cho nên ⁄2 > ÿð. 
Bài toán thứ hai, Số nào lớn hơn: Ÿ4 hay là ÝT? 
Giải. Nâng cả hai số lên lũy thừa bậc 28, ta được: 


()ˆ = AT = o14 &< 9ï a7 1282, 
(w)ˆ = 74 = 72.72 = 492. 
Vì 128 > 49, cho nên #4 > Ở7. 
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Bài toán thứ ba. Số nào lớn hơn: v7 + v10 hay là V3 + v19? 
Giải. Bình phương cả hai biểu thức, ta được: 
2 
(vĩ + v18) = 17 +2v10, (v3 + v19) = 22 + 2vỗiï. 
Giảm hai biểu thức đi 17, ta còn: 
2V70 và 5 + 257. 
Bình phương các biểu thức này, ta có: 
280 và 253 + 2057. 
Bớt cả hai về đi 253, ta còn cần so sánh 
27 với 20v⁄57. 
Vì v⁄57 lớn hơn 2, cho nên 20+⁄57 > 40 > 27, do đó: 
V3 + V19 > V7 + v10. 


5.3. Chỉ nhìn mà giải được 


Bài toán. Bạn hãy nhìn kỹ vào phương trình: 
kg 
#7” =mỏỗ 

và nói xem + bằng bao nhiêu? 
Giải. Ai nắm vững ký hiệu đại số đều thấy rằng z = 3 là đáp sô. 
Thật vậy, khi đó thì x3 = (#3)” = 3, và do đó z#” = z3 = 3, đúng 
với yêu câu đề ra. 

Một cách khác để nhận ra nghiệm trên là lập phương cả hai về 
của phương trình, và ta được: 


Bởi vậy, nêu đặt z3 = g thì ta có # = 3, suy ra  = 3 và z = Ở3. 
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5.4. Hài kịch đại số 


Bài toán thứ nhất. Phép toán thứ sáu có khả năng chế ra những hài 
kịch với chủ để như 2 - 2 = 5 hay 2 = 3, v.v. Tính hài hước của các 
trình điễn toán học kiểu như vậy nằm ở chỗ, sai lẫm thì khá cơ bản 
nhưng lại được ngụy trang bằng nhiều phép tính nên khó mà nhận ra 
ngay được. Ta sẽ trình diễn hai màn của tiết mục đại số vui nhộn này. 

Màn thú nhất: 2 = 3. 

Trên sân khẩu, đầu tiên xuất hiện một đẳng thức hiển nhiên: 

4 — 10=9- l. 
Cảnh tiếp sau đó là thêm 62 vào hai về: 


1 1 
4—1 6_ =9—- lỗ+6-. 
0+ 1 9 TP 1 


Tiếp theo là những biến đổi: 


Lây căn bậc hai hai về của đẳng thức, ta có: 


5 5 
2—s =âng. 


Thêm vào hai về 5: ta được đẳng thức 
2...0, 
Sai ở chỗ nào? 
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-Ổ *e ` À ~ ` ˆ^ 
Giải. Sai lầm đã lẻn vào ở kết luận sau: 


X : 5 5 
mừ (2= 5) =(8-3) sUY FAa 2— 2 =ỏ— 7- 


Thế nhưng, từ các bình phương bằng nhau, nói chung không suy 
ra được sự bằng nhau của các cơ số. Ví dụ, tuy (—5)2 = 52 nhưng —5 
khác 5. Các bình phương có thể bằng nhau cả khi các cơ số khác dấu 


TY” là Tà 1 | 
nhau. Trong thí dụ này, ta có: (-;) = (;) nhưng —5 khác 5" 


Bài toán thứ hai. Một màn kịch vui đại số khác: 
2:-2=ð 
Trên sân khấu xuất hiện một đẳng thức hiển nhiên đúng 
16 — 36 = 25 — 45 
Thêm 202 vào cả hai về để được 
16 — 36 + 202 = 35 ~ 45 + 207, 


cỗi thực hiện các phép biên đổi sau: 


9_ /9\? 9 9\2? 
42_—-92.4.= —| =ð5ˆ_—92.5._ = 
+5) 2.5 2+ (§) 


&-) ~(-?) 


].. .. 
2 2 
4= 

2.2= 


Những màn kịch vui nhộn này nhằm ngừa trước cho những nhà 
toán học còn non nóớt tránh khỏi những biến đối thiếu thận trọng đối 
với những phương trình có ẩn ở dưới dấu căn. 
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Hình 15: Một màn ảo thuật đại số. 
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Chương 6. 
Phương trinh bậc hai 


CN 


vi) 


bệ « 
: V 
lui N 


5 
S2 


` 
\ 


6.1. Những cái bắt tay 


Bài toán. Những người tham gia cuộc họp đêu bắt tay nhau một lần, 
và người ta tính được rằng tổng số lần bắt tay là 66. Hỏi có bao nhiêu 
người dự họp? 


133 


Giải. Bài toán được giải khá đơn giản bằng đại số. Mỗi người trong số 
z người dự họp bắt tay z — 1 lần. Nghĩa là tổng số cái bắt tay phải là 
(z — 1); nhưng cần chú ý rằng khi Ivanov bắt tay Petrov thì cũng có 
nghĩa là Petrov bắt tay Ivanov; hai cái bắt tay này phải xem là một. 
Vì thế z(z — 1) bằng hai lần số lần bắt tay. Ta có phương trình: 


z(z — 1) 


= 66 
2 


hoặc, sau khi biên đổi: 
z2— ø T— 132 = 0. 
Giải phương trình, ta được! 


l+vl+528 
2 


M HỆ == 
S125 S= l1; 


Vì số người dự họp không thể là số âm, nên ở đây ta loại bỏ lời 
- đải âm đi và chỉ giữ lại nghiệm số thứ nhất: có 12 người dự họp. 


6.2. Đàn ong 


Bài toán. Ở nước Ân Độ thời xưa có một môn thể thao độc đáo là: 
cuộc thi công khai giải các bài toán khó. Những sách về toán học của 
Ân Độ ngày xưa đều có phần nào hướng tới các cuộc đua tài giành 
ngôi quán quân trong môn thể thao trí tuệ này. “Theo những quy tắc 
trình bày ở đây, - tác giả của một trong những cuồn sách như vậy viết 

1 Cách giải tổng quát của phương trình bậc hai az2 + bz + c = 0 với a # 0 như 
sau: Nhân cả hai về với 4a, được 4a2z? + 4abz + 4œc = 0, hay (2az + b)2 = b2 — 4ac. 
Đặt A = b2 — 4ac, ta có 2az + b = +VA, và z = (—b+ WA)/(2a). - N.D. 
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- các nhà thông thái có thể nghĩ ra hàng nghìn bài toán khác. Cũng 
như mặt trời làm lu mờ đi những ngôi sao bằng ánh sáng rực rỡ của 
mình, nhà thông thái sẽ làm lu mờ tiếng tăm của người khác trong 
các cuộc hội họp quần chúng bằng việc để xuất và giải các bài toán 
đại số”. Trong nguyên bản thì câu này, cũng như toàn bộ cuốn sách, 
được viết dưới dạng thơ. Các bài toán cũng được thể hiện bằng thơ. 
Ta nêu ra một bài toán đã được chuyển thể thành văn xuôi, 

Một số ong bằng căn bậc li của một nửa toàn bộ đản ong đậu trên 
bụi hoa nhài, để lại phía sau ~ ạ đàn ong. Chỉ có rnột cơn ong cùng đàn 
lượn vòng quanh một bông lo sen, bị cuỗn hút bởi tiếng kêu vo vo của 
bạn gái, đã không thận trọng rơi vào cạm bẫy ngọt ngào của bông hoa 
thơm ngát. Hỏi có bao nhiêu con ong trong đàn? 


Giải Gọi số lượng ong trong đàn là z, ta viết được phương trình: 


Si So #95 2<=ữ 
2 9 


Lập ẩn phụ  = Jš để đưa phương trình về dạng đơn giản hơn: 


by) 
y+ TT +Ð= Để, 


hay 
22 — 9 — 18 = 0. 


Giải nó, ta tìm được hai giá trị của ¿: 
R) 
Uì =Õ, 2= —a" 
và những giá trị tương ứng của z = 2Ý là: zi = 72, và zạ = 4,5. 
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Vì số ong phải nguyên dương cho nên chỉ có nghiệm thứ nhất 
thỏa mãn phương trình: đàn ong có 72 con. Thử lại: 


2 +p.72+2=6+64+2=72. 


6.3. Bây khỉ 


Bài toán. Tôi có thể nêu ra một bài toán Ân Độ khác, dưới hình thức 
thơ, mà V I. Lebedev đã viết lại trong cuôn sách tuyệt vời “Ai đã 
sáng tạo ra đại số?”: 


Một bẩy khỉ hét hò 

Xếp hình thành bảng vuông 
Mỗi cột và mỗi hàng 

Một phân tám số khỉ 

Dư ra mười hai con 

Trèo lên cây nhảy nhót 

Đỗ các bạn tính được 

Tổng cộng bao nhiêu con? 


(Bây khỉ chia thành hai nhóm, một nhóm có số khỉ bằng bình 
phương của một phần tám tổng sô khỉ của cả bẩy, còn nhóm kia có 
12 con, hỏi có tổng cộng bao nhiêu con khỉ?) 


Giải. Gọi sô lượng cả bây khỉ là z, thì 


Y2 
(s) + 12 —=z. 


Phương trình bậc hai này có hai nghiệm: 


411 = 48, +2 — 16. 
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Bài toán có hai lời giải đương: bẩy khí có thể có 48 hoặc 16 con. 
Cả hai đáp số đều thỏa mãn bài toán. 


6.4. Tính thận trọng của phương trình 


Trong những trường hợp vừa xét, tùy theo giả thiết của bài toán, 
chúng ta đã sử dụng hai nghiệm của phương trình bậc hai một cách 
khác nhau. Trường hợp thứ nhất, ta đã loại nghiệm âm vì nó không 
đáp ứng nội dung của bài toán; trường hợp thứ hai ta loại nghiệm 
phân số; trường hợp thứ ba thì ta sử dụng được cả hai nghiệm. Sự 
tồn tại một lời giải thứ hai có khi không chỉ là hoàn toàn bất ngờ với 
người giải bài toán mà thậm chí cả với người nghĩ ra bài toán đó. Ta 
nêu một thí dụ chứng tỏ phương trình đã thận trọng hơn người nghĩ 
ra nó. 


Bài toán. Một quả cầu sắt được ném từ mặt đất lên cao với vận tốc 
25 m/s. Sau bao nhiêu giây nó sẽ ở độ cao 20m cách mặt đất? 


Giải. Ta bỏ qua sức cản của không khí đổi với quả cầu vì nó nhỏ, 
không đáng kể. Cơ học đã xác lập được hệ thức sau đây giữa độ cao 
(h) của vật so với mặt đất, vận tốc ban đầu (0), gia tốc trọng trường 
(ø) và thời gian (): 
gt? 
h= ut— “—. 
Vệ: 

Để đơn giản hóa việc tính toán, ta lẫy g bằng 10 m/s2 chứ không 
phải 9,8 m/s? (sai số chỉ 2%). Thay thế các giá trị h, u, g vào công 
thức trên, ta được phương trình: 

10/2 


20 = 25#~ —— 
0 = 25t N 
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và sau khi đổi về và chia cho 5: 
£?—5t+4=0. 
Giải phương trình, ta có: 
tạ =lvàạ= 4. 


Quả cầu sẽ hai lần ở độ cao 20 m: sau 1 giây và sau 4 giây. 

Thoạt nhìn thì điều này có vẻ khó tin, và chúng ta sẽ sẵn sàng 
loại đi nghiệm thứ hai nêu không suy nghĩ kỹ. Nhưng làm như vậy 
sẽ sai lầm! Lời giải thứ hai cũng là lời giải đúng: quả cầu thật sự hai 
lần đạt chiều cao 20m: một lần trong lúc đang bay lên cao, và lần 
thứ hai trên đường rơi xuống lại. Dễ tính được rằng, với vận tộc ban 
đầu 25 m/s, quả cầu ném lên cao trong 2,5 giây và lên đến chiểu cao 
31,25 m. Sau khi đạt độ cao 20 m sau một giây, quả cầu sẽ còn bay lên 
Cao trong 1,5 giây nữa, rồi quay đầu rơi xuống, và xuống lại tới mức 
20 m sau thêm một khoảng thời gian cũng bằng 1,5 giây, và sau thêm 
1 giây nữa thì nó rơi xuống tới mặt đất. 


6.5. Bài toán của Euler 


Trong Hỗi ký, nhà văn Stendhal đã kể như sau về những năm học 
tập của mình: 

“Qua ông (thầy giáo dạy toán) tôi đã tìm thấy Euler và bài toán 
của Euler về số trứng mà bà nông dân mang ra chợ... Đó là một khám 
phá đối với tôi. Tôi đã hiểu thê nào là sử dụng công cụ gọi là đại số. 
Nhưng, quỷ thật, chưa ai nói với tôi điều đó...”. 

Đây là bài toán trong Nhập môn đại số của Euler đã gây ra trong 
Stendhal trẻ tuổi một ân tượng mạnh. 
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Bài toán. Hai bà nông dân mang ra chợ tắt cả 100 quả trứng, một bà 
có số trứng nhiễu hơn bà kia; hai người thu được số tiển như nÏưau. Bà 
thứ nhất nói với bà thứ hai: “Nếu tôi có số trứng của bà, tối sẽ thu được 
15 kreuzer”. Bà thứ hai trả lời: “Nếu tôi có số trứng của bở, tôi sẽ bứn 
được 62 kreuzer”1, Vậy mỗi bà có bao nhiêu quả trứng? 

Giải. Gọi số trứng của bà thứ nhất là z. Số trứng của bà thứ hai sẽ là 
100 — +. Nếu bà thứ nhất có 100 — z quả trứng, bà ấy sẽ bán được 15 
kreuzer. Nghĩa là, bà nông dân thứ nhất đã bán với giá 


J#t 
1ỗ 


100 — z 


một quả trứng. Tương tự như vậy, ta tính được bà thứ hai bán trứng 
với giá 


một quả. Bây giờ ta tính tiền bán trứng thực sự của mỗi bà nông dân 
theo giá và số trứng thực sự bán được. Của bà thứ nhất là: 


15 _— 1Bz 
“"100—x 100-z' 
và của bà thứ hai là: 


20 _ 20(100-—z) 
(100 —- z) - Triệu _ . 


Vì tiễn thu được của hai bà bằng nhau, cho nên 


15+ _ 20(100— +) 
100—-z 3z 


! kreuzer là tên một loại đồng tiển, được sử dụng ở một số nước châu Âu như 
Đức, Áo, Hungary, Thụy Sĩ, từ thế kỷ XIII cho đến cuối thế kỷ XIX. 
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Sau khi biến đổi, ta có phương trình bậc hai: 
z” + 160 — 8000 = 0, 

với hai nghiệm là z¡ = 40, z¿ = —200. 

Trong trường hợp này, nghiệm âm không có nghĩa; bài toán chỉ 
có một lời giải: bà thứ nhất mang đi 40 quả trứng, bà thứ hai 60 quả. 

Bài toán còn có thể giải được bằng cách khác, ngắn gọn hơn, độc 
đáo hơn và khó nghĩ ra hơn như sau: Ta giả sử bà thứ hai có sô trứng 
gắp k lần bà thứ nhất. Họ bán được số tiền như nhau, có nghĩa là bà 
thứ nhất đã bán trứng đắt hơn bà thứ hai z lần. Nếu trước khi bán, 
họ đổi trứng cho nhau thì bà thứ nhất sẽ có số trứng gấp k lần bà thứ 
hai, và giả sử bà thứ nhất vẫn bán với giá đắt hơn k lần bà thứ hai, 
nêu thế thì số tiền bà thứ nhất thu được sẽ nhiều sắp k2 lần bà thứ 
hai. Như vậy ta có 


2 45 9 
kˆ=15:6.=——=~ 
sử DĐ 20 4 
R) 
su k=-=. 
yra : 


Bây giò chỉ việc chia 100 quả trứng theo tỷ lệ 2 : 3. Dễ thây bà thứ 
nhất có 40 quả, bà thứ hai có 60 quả trứng. 


6.6. Loa phóng thanh 


Bài toán. Trên một quảng trường có 5 chiếc loa phóng thanh được đặt 
thành hai nhóm: một nhóm có 2, nhóm kia có 3 loa. Khoảng cách giữa 
hai nhóm là 50m. Ở vị trí nào giữa hai nhóm loa thì âm thanh do hai 
nhóm truyền đến sẽ có cường độ bằng nhau? 


Giải, Ở đây ta coi là vị trí được nói đến nằm đúng trên đường thẳng 
nỗi hai nhóm lại chứ không nằm lệch đi. 
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Hình 16 


Nếu khoảng cách từ điểm phải tìm đến nhóm nhỏ là z thì khoảng 
cách từ đó đến nhóm lớn là 50 — z (hình 16). 
Biết cường độ âm yếu đi tỷ lệ với bình phương khoảng cách, ta có 
phương trình: 
2 R) 


— 
— 


z2 (50—z)?' 
hay 2(50 — z)2 = 3z. Sau khi rút gọn, nó có đạng 


+2 -- 200 — 5000 = 0. 


Giải phương trình, ta được hai nghiệm: 
z¡ạ=22,ð5, 7a = —2225. 
Nghiệm dương trả lời trực tiếp câu hỏi của bài toán: điểm có độ 
nghe thấy như nhau cách nhóm 2 loa 22,5 m và do đó, cách nhóm 3 


loa 27,5 m. 
Thế còn nghiệm âm có nghĩa gì không? Có đây! 
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Dấu âm có nghĩa là điểm nghe thấy như nhau thứ hai nằm theo 
hướng ngược lại với hướng ta nhận làm hướng dương khi lập phương 
trình. Cách địa điểm đặt 2 loa 222,5 m theo hướng ngược lại này, ta 
tìm được điểm mà cường độ âm thanh do hai nhóm loa mang lại là 
như nhau. Điểm này cách nhóm có 3 loa 222,5 m + 501n = 272,5 m. 

Hai điểm có độ nghe thấy như nhau mà ta tìm được phía trên đều 
nằm trên đường thẳng nỗi các nguồn âm. Không còn điểm nào khác 
trên đường thẳng đó có cùng tính chất này, nhưng có những điểm 
khác ở ngoài đường thẳng. Có thể chứng minh rằng quỹ tích những 
điểm thỏa mãn yêu cầu bài toán là đường tròn nhận hai điểm vừa 
tìm được làm hai đầu của đường kính. Như ta thấy, đường tròn này 
giới hạn một phần khá rộng (phần được gạch trên hình vẽ), ở miễn 
trong của nó thì độ nghe của nhóm hai loa mạnh hơn nhóm ba loa, 
còn ở miền ngoài thì ngược lại. 


6.7. Đại số của chuyên bay lên Mặt Trăng 


Bài toán loa phóng thanh vừa xét có mối liên hệ gần gũi bất ngờ 
với bài toán bay lên Mặt Trăng băng tàu vũ trụ. Nhiều người e ngại 
rằng, đi tới một mục tiêu nhỏ bé như vậy trên bầu trời phải chăng là 
một việc khó quá sức tưởng tượng: ta nhìn thây đường kính của Mặt 
Trăng chỉ dưới một góc nửa độ. Việc nghiên cứu gần đây nhất vẻ vân 
đề này cho thấy, mục đích của việc làm sẽ đạt được nếu tên lửa bay 
qua được điểm có sức hút cân bằng giữa Trái Đất và Mặt Trăng, sau 
đó tên lửa tắt nhiên phải chuyển động về phía Mặt Trăng do sức hút 
của nó. Ta sẽ đi tìm điểm cân bằng về lực hút này. 

Theo định luật Newton, lực hắp dẫn tương hỗ của hai vật tỷ lệ 
thuận với tích các khôi lượng và tỷ lệ nghịch với bình phương khoảng 
cách giữa chúng. 
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Nếu khối lượng Trái Đắt là 1⁄, khoảng cách từ tên lửa đến nó là z, 
thì lực hút đôi với mỗi gam khối lượng của tên lửa là 


Mk 
27 


trong đó k là lực hấp dẫn tương hỗ của một gam với một gam trên 
khoảng cách 1 cm. 
Cũng tại điểm đó, lực hút của Mặt Trăng với mỗi gam của tên lửa 


sẽ bằng 
tk 
a—z)? 


trong đó zn là khối lượng của Mặt Trăng, ¡ là khoảng cách từ nó tới 
Trái Đắt (giả thiết tên lửa nằm trên đường thẳng nồi tâm của Trái Đất 
và Mặt Trăng). Bài toán đòi hỏi rằng: 


Mk __ mà 
z2 (1-ø#) 
hay 
M~ + 
m_ i2—9lz++z2` 


Tỷ số = xấp xỉ bằng 81,5 như đã biết trong thiên văn học. Sau 


khi thay vào ta có: 


+ 


J2 — 3l+z + + nh, 


Suy ra 
80,5z2 — 163,0/z + 81,512 = 0. 


Giải phương trình trên cho biến z, ta được hai nghiệm: 
z#¡i=0,0;  zạ = 1,121. 
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Tương tự như trong bài toán loa phóng thanh, ta kết luận răng 
có hai điểm cần tìm trên đường Trái Đất - Mặt Trăng — hai điểm tại 
đó tên lửa chịu sức hút bằng nhau từ hai thiên thể: một điểm ở 0.9 
lần khoảng cách giữa chúng nếu tính từ tâm Trái Đất, điểm kia ở 
1.12 lần khoảng cách này. Vì khoảng cách ¡ giữa tâm Trái Đất và Mặt 
Trăng xắp xỉ 384 000 km, cho nên một điểm cần tìm cách tâm Trái Đất 
346 000 km, điểm kia cách 430 000 km. 

Nhưng, như ta đã biết (xem bài toán trước), tất cả các điểm trên 
đường tròn, nhận hai điểm trên làm hai đầu của một đường kính, 
cũng có tính chất như vậy. Nếu quay đường tròn này xung quanh 
đường nôi tâm Trái Đất và Mặt Trăng thì nó sẽ vạch nên một mặt 
cầu, mọi điểm của mặt cầu này đều thỏa mãn yêu cầu của bài toán. 


Đường kính mặt cầu này bằng 


1,12/ — 0, 9/ = 0,22 ~ 84000 km. 


: “% hút C„ ` "` 
KỆ 22 N 
l 
Ị 


Hình 17 
Nêu tên lửa bay vào trong hình cầu này (với vận tốc không quá 
lớn) thì nó sẽ rơi vào bể mặt Mặt Trăng, vì ở trong miễn này lực hút 


của Mặt Trăng lón hơn lực hút của Trái Đắt (hình 17). 
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Ta nhìn thấy mục tiêu mà tên lửa phải tới lớn hơn nhiều so với 
ta hình dung ban đầu. Nó chiếm trên bẩu trời một góc (nhìn từ trái 
đất) không phải chỉ có nửa độ mà, theo một tính toán hình học đơn 
giản cho thấy, rộng đến 12° độ. Điều này làm nhẹ đi rất nhiều nhiệm 
vụ của những nhà du hành vũ trụ!. 

Lần này, phương trình dường như nhìn xa trông rộng hơn người 
đã lập ra nó. Khi bắt tay vào giải bài toán, Hệu bạn có hình đưng 
được rằng sức hút của Trái Đất mạnh hơn sức hút của Mặt Trăng 
không những chỉ ở phía trước Mặt Trăng mà còn ỏ cả phía sau nó? 
Sự phân tích bằng đại số đã bắt ngờ phát hiện cho bạn thấy điểu đó, 
và giúp bạn phân định chính xác miễn ảnh hưởng của hai thiên thể. 


6.8. “Một bài toán khó” 


Bức tranh Một bài toán khó của Bogdanov-Bensky (hay còn gọi là 
tranh “Tính nhẩm”) được nhiều người biết đến, nhưng ít ai trong số 
những người đã nhìn thấy bức tranh này lại đi sâu vào nội dung của 
“bài toán khó” ghi trên đó. Nội dung của bài toán là phải tính nhấm 
nhanh chóng kết quả của phép tính: 


102 + 112 + 122 + 182 + 143 
_ 165 


Thực ra, bài toán không phải là dễ. Tuy nhiên, các học trò của một 
nhà giáo đã làm được bài toán này, một người mà chân dung được tả 
đúng như trên bức tranh - S. A. Rashinsky, một vị giáo sư khoa học 
tự nhiên đã từ bỏ trường đại học về làm giáo viên bình thường ở một 
trường làng. 


Ì Vào năm 1969, hai nhà du hành vũ trụ Mỹ Neil Armstrong và Buzz Aldrin là hai 
người đầu tiên đã đặt chân lên Mặt Trăng. - N.D. 


145 


Hình 18: Tranh “Tính nhẩm” của Bogdanov-Bensky 


Nhà sư phạm tài năng đã phát triển trong trường ông việc tính 
nhẩm có sử dụng một cách khéo léo tính chất của các só. 

Các sỐ 10, 11, 12, 13 và 14 có một tính chất thú vị: 102--112-Ƒ122 = 
132 + 142. Vì 100 + 121 + 144 = 365 cho nên đễ nhẩm thây biểu thức 
trên bức tranh bằng 2. 
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Đại số cho ta phương tiện để đặt ra và giải đáp câu hỏi sau về 
tính chất thú vị đó của dãy số: Dãy gôm năm số liên tiếp (số sau cách 
số trước một đơn vị) mà tổng các bình phương của ba số đầu bằng tổng 
các bình phương của hai số sau có duy nhất không? 


Giải Gọi sô thứ nhất là z thì ta có phương trình 
z2 + (+ 1)“+ (+ 2)2 = (+ 3)2+ (x+4)2. 


Nhưng để thuận tiện hơn, ta sẽ số thứ hai, chứ không phải số thứ 
nhất, là z. Lúc này phương trình có dạng đơn giản hơn 


(z—1)?+zˆ+(z+1)2=(œ+2)2 + (x+ 3). 
Mỏ ngoặc và rút gọn, ta được phương trình 
2 = 
Z“ — 10x — l11=0, 
với hai nghiệm là z = ð + 4⁄25 + 11, 
Z1 = l1, zạ= -—Ì. 
Do đó, có hai dãy số có tính chất đã nêu: dãy Rashinsk 
10, 11, 12, 13, L4 


và dãy 
—2, —1,0, 1, 2. 


Thật vậy, (~ð)? + (1)? + 02 = 19+ 3# 
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6.9. Những số nào? 


Bài toány. Tìm ba số nguyên liên tiếp có tính chắt sau: bình phương 
của số giữa lớn hơn tích của hai số còn lợi 1 đơn vị. 


Giải. Nếu số thứ nhất trong các số phải tìm là z, thì phương trình sẽ 
có dạng 
(z+ 1) = z(œ+ 2) +1. 
Mỏ ngoặc, ta có đẳng thức 
z2+92z+1=z”+2z +1, 

từ đấy không thể tính được z. Đó là bởi vì đẳng thức ta vừa lập nên 
là một đồng nhắt thức; nó đúng với mọi giá trị của biên số ở trong nó, 
chứ không phải chỉ với một số giá trị như trong phương trình. Nghĩa 
là, mọi bộ ba số nguyên liên tiếp đều có tính chất đòi hỏi. Ví dụ, ta 
lây hú họa các số 7, 8, 9. Ta thây rằng 82 — 7 . 9 = 64 — 63 = 1. 

Tính tất yêu của hệ thức này sẽ thể hiện một cách trực quan hơn 
nêu gọi số thứ hai là +. Lúc này ta có đẳng thức 


z?—1=(œ+1)(œ — 1), 


là một đồng nhất thức hiển nhiên. 
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Chương 7. 
Giá trị lớn nhât và nhỏ nhất 


Những bài toán trong chương này là những bài toán rất thú vị về 
việc tìm giá trị lớn nhất hoặc nhỏ nhất của một đại lượng nào đó. 
Chúng có thể được giải bằng nhiều phương pháp khác nhau, sau đây 
chúng tôi trình bày một trong những phương pháp đó. 
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7,1. Hai đoàn tàu 


Bài toán. Hai đường sắt chạy thẳng cắt nhau theo một góc vuông. Trên 
mỗi đường có một đoàn tàu đang cùng chuyển động về phía chỗ giao 
nhau: một đoàn đi từ nhà ga ở cách chỗ cắt 40 km, đoàn kia đi từ nhà 
sa ở cách chỗ cắt đó 50km. Đoàn thứ nhất chuyển động với vận tốc 
800m một phút, còn đoàn kia 600m. Hỏi sau bao nhiêu phút, tính từ 
lúc bắt đầu xuắt phát, các đoàn tàu này ở sân nhau nhất? Khoảng cách 
này là bao nhiêu? 


Hình 19 


Giải. Ta vẽ sơ đồ chuyển động của các đoàn tàu. Giả sử các đường 
thắng 4B và CD cắt nhau ở O (hình 19). Ga B cách điểm O là 
40 km, khoảng cách 2Ó là 50 km. Giả sử sau z phút đoàn tàu chạy từ 
B đi tới điểm M; đoàn tàu chạy từ D đi tới điểm N, và chúng cách 
nhau một khoản là MN. Tói thời điểm đó đoàn tàu xuất phát từ Ð 
đã đi được quãng đường là BM = 0,8z (vì sau một phút nó đi được 
800m = 0,8 km), suy ra OÄ⁄ = 40 — 0,8z. Cũng như vậy, ta tìm được 
ON = 50 —-0,6z. Theo định lý Pythagoras ta có: 


M.N? = OM2 + ON? = (40 — 0,8z)? + (50 — 0,6z)? 
= 4100 — 124z + zŸ, 
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hay ta có thể viết: 
MEN? = (z — 62)2 + (4100 — 622) = (z — 62)” + 256 


Vì (z — 62)ˆ là một bình phương nên nó không âm, và giá trị nhỏ 
nhất mà nó đạt được là bằng 0, xảy ra khi z = 62. Tại thời điểm 
z = 62, MN2 = (z — 62)2 + 256 đạt giá trị nhỏ nhất, bảng 256, tức là 
M N đạt giá trị nhỏ nhất bằng ⁄256 = 16. 

Như vậy, các đoàn tàu ở gần nhau nhất sar 62 phút, và lúc đó 
chúng cách nhau 16 km. 

Ta xét định xem vào thời điểm đó chúng ở đâu? Ta tính độ dải 
O1, nó bảng 

40 — 62 - 0,8 = —-9,6. 


Hình 20: Vị trí các đoàn tàu. 


Dấu trừ có nghĩa là đoàn tàu đã đi qua chỗ cắt 9,6 km. Còn khoảng 
cách ON bằng 
00 — 62: 0,6 = 12,8, 
tức là đoàn tàu thứ hai còn cách điểm cắt 12,8 km (hình 20). Vị trí 
các đoàn tàu vào thời điểm chúng ở gắn nhau nhất không giỗng như 
chúng ta hình dung lúc ban đầu trước khi giải bài toán (hình 19). 


151 


Phương trình đã tỏ ra là đủ bao quát, và mặc dù sơ đồ ban đầu ta 
vẽ không đúng, nó vẫn cho lời giải đúng. Cũng dễ hiểu sự bao quát 
này từ đâu ra: nó được tạo bởi các quy tắc dấu đại số. 


7.2. Xây ga xếp ở đâu? 


Bài toán. Có một làng B ở cách xa đường sắt 20 km, phần đường sắt 
này được xem là thẳng (hình 21). Phải xây dựng ga xép C ở đâu để đi 
từ A đến B: theo đường sắt AC và từ C đến B theo đường bộ ŒB tốn 
ít thời gian nhất? Vận tốc chuyển động theo đường sắt là 0,8 km một 
phút, theo đường bộ là 0,2 km một phút. 


 LỂẢN & «ấn /" là vê Á 

` XvÃ „Z ` 

B 

20 

ta `ẲÏ.v. "+. PS}? ` „ 
TY TT; —— ma ...... +; là Pn + 

-  — ằ-ằ-— -.-..-.--———  ————— 

A \® + D 


Hình 21: Xây ga xép cho làng nằm cách đường tàu hỏa 20 km. 


Giải. Gọi B là chân đường vuông góc hạ từ  xuông đường ray. Ký 
hiệu khoảng cách 4D là a, còn ZD là z. Khi đó AC = 4D — CD = 
a — +, và CB = VCỚD2 + BDð = z2 + 202. Thời gian mà đoàn tàu 
đi qua đoạn đường AC là 


——= 


08 048 


AC _ (a—r) 


Thời gian đi bộ đoạn đường C bằng 


c5 = 5Vz2 + 202. 


0 
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Ký hiệu rn là tổng số thời gian đi từ A đến Ø, ta có 


†n = — +5V+z2+20. 


Ta cần tìm z sao cho tổng m này bé nhất. 
(a — #) 


Nhân hệ thức zs = + ^^ + 5V/ z2 + 202 với 0,8, biểu điễn nó 
dưới dạng 
4Vz2 + 202 = 0,8m — (a — z} = k+z, 
trong đó k = 0,8zn — a, rồi bình phương cả hai về để khử căn thức, ta 
được phương trình bậc hai theo z: 


16(z2 + 400) = k + 2kz + zŸ, 


hay là 
15+2 — 2kz+ -+ 6400 — kŸ = 0. 


Theo công thức chung để giải phương trình bậc hai, ta có (một 
hoặc hai) nghiệm thực 


k + 16k — 96 000 


1 Í 


với điều kiện là ˆ = (—k)? — 15 - (6400 — k?) = 16&3 — 96 000 > 0. 
96 000 


Như vậy ta phải có 16k? — 96 000 > 0, nghĩa là kỶ > = 6000, 
hay k > v/6000. Vì k = 0,8m ~— a, nên m đạt giá trị nhỏ nhất khi và 
chỉ khi k nhỏ nhất. Giá trị nhỏ nhất mà k có thể đạt được là v/6 000, 
ứng với giá trị Của z bằng 


kd+0 6000 
Sim ng) go TẾ H90 


Như vậy, ga xép cần được xây ở chỗ cách D khoảng 5,16km. 
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Chú ý là, lời giải trên chỉ có nghĩa khi mà độ dài za = 47D lớn 
hơn 5,16 km, vì khi lập phương trình ta đã coi biểu thức a — z là 
một số dương. Nếu ta tỉn tưởng mù quáng vào phương trình, thì khi 
a < 5,16km ta sẽ đi đến xây đựng ga xép ở sau ga chính, một điều 
hiển nhiên là vô lý. Trong trường hợp ø nhỏ hơn 5,16 km (hoặc không 
lớn hơn nhiều so với con số này), thì không cần xây ga xép, mà nên 
đi theo đường bộ ngay từ ga chính về làng. 

Thí dụ này cho thấy cần sử dụng các phương trình một cách thận 
trọng, xem xét cẩn thận các kết quả thu được, nhó rằng chúng có thể 
mắt ý nghĩa thực tế nêu như tiên để mà chúng ta dựa vào để áp dụng 
công cụ toán học của ta không được thỏa mãn. 


7.3. Làm đường như thê nào? 


Hình 22 


Bài toán. Cần vận chuyển hàng hóa từ một cẳng sông A về trạm B ở 
cách A xuôi theo dòng sông a kilomet và cách bờ sông d kilomet (hình 
22). Cần xây một con đường nhựa từ B tới bờ sông như thế nào để việc 
vận chuyển hàng từ A tới B ít tôn kém nhất, nếu cước phí vận chuyển 
theo tẳn-kilomet trên đường sông rẻ gắp hai lẫn so với đường bộ? 
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Giải. Ký hiệu khoảng cách 47D là z và độ dài DB cúa con đường là 
„; theo giả thiết độ đài AC bằng ø và độ dài BƠ bằng d. 

Vì vận chuyển theo đường bộ đắt gấp hai lần theo đường sông 
nên tổng 

rn = z +2 
phải bé nhất theo yêu cầu của bài toán. Vì z = a— DƠ và DƠ = 
⁄⁄2 — đ2 nên đẳng thức z + 2 = m có thể viết thành phương trình 
theo : 
—V2—d2=m.— a+ 2. 
Bình phương hai về rồi rút gọn, ta có phương trình theo ;: 
32 — 4(m — a) + (m — a)Ÿ + đ° = 0. 
Ta giải nó và được 


(m — a)ˆ — 342. 


2 
= sứn ~ a) + 3 


Để ¿ là thực, cần có (mm — a)2 > 3°. 
Giá trị nhỏ nhất của (mm — a)2 bằng 342 và khi đó 


1n — a = dV3, 
_ dựứn—a)+0 _ 2dv3 
lớn 3 nh 
—. 9dv3_ v3 


Suy ra BDÖ = 60° (là góc nhọn duy nhất có sin bằng VU 


Nghĩa là cần phải xây dựng con đường nhựa BD làm với dòng 
sông một góc 60°, dù cho 4 cách xa C đến chừng nào chăng nữa. 


155 


Ở đây ta gặp lại tình huỗng đặc biệt đã gặp ở bài toán trước. Lời 
giải chỉ có ý nghĩa khi 4 không quá gần Œ. Nếu 4 gần Ơ đến mức 
góc BAC lớn hơn hoặc băng 60° thì lời giải không áp dụng được; 
trong trường hợp đó cần làm con đường nhựa nối thẳng từ A tới Ð 
chứ không cần sử dụng đường sông vào việc vận chuyển. 


7.4. Khi nào tích lớn nhất? 


Để giải nhiều bài toán “cực đại” và “cực tiểu”, tức là tìm giá trị 
lớn nhất và nhỏ nhất của một đại lượng nào đó, có thể tận dụng một 
định lý của đại sô mà ỏ đây chúng ta sẽ làm quen. Xét bài toán sau: 


Bài toán.Cần phải chia một số đã cho thành hai phần như thế nào để 
tích của chúng là lớn nhất? 


Giải. Giả sử một số a đã cho được chia thành hai phân ø¡ và pạ, 
đa = DỊ + Øạ, trong đó ø là phần to, pạ là phần nhỏ. 
Gọi hiệu giữa hai phần là z = P1 — ø¿ > 0. 


KiỀd60 xe e2 Wã 
2 2 
_+#7 a—# a0 2—#? _ qa° +? 
SN 214 64 1 


Từ công thức trên ta thây, tích của hai phần sẽ tăng khi hiệu z 
của chúng giảm. Tích sẽ lớn nhất khi z = 0, tức là khi hai phần bằng 
` 1+ ũ 
nhau và băng 3 
Thành thử, số đã cho cần phải chia đôi: tích của hai số với tổng 
cho trước sẽ lớn nhất khi các số này bằng nhau. 


Ta xét bài toán này đôi với ba số. 
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Bài toán. Cần chia một số a > 0 đã cho thành ba phần (mỗi phần là 
một số dương) như thế nào để tích của chúng là lớn nhất? 
Giải. Để giải bài toán này ta sẽ dựa vào bài toán trước. 
Giả sử sô a được chia làm ba phần. Đầu tiên ta giả sử rằng không 
, À ` * a ° ;ố L4 ^ Z 2 ˆ ra 
có phân nảo băng EŠ Khi đó sẽ có một phần lớn hơn 3 (không thể cả 


ba phần đều nhỏ hơn 3)? ta ký hiệu nó là 


“+ 
5 : 


Tương tự như vậy, có một phần phải nhỏ hơn T ta ký hiệu nó là 
M — 
g 
Các số z và dương. Khi đó rõ ràng phần thứ ba sẽ bằng 
: + Th 
TM, ĐÊG 


z ¿ Œq `. ŒqŒ £ ^ + k ` Ä : 
Các số 3 và 3 +  — z cỎ củng một tổng như của hai phần đầu 
tiên của số ø, còn hiệu của chúng, tức là |+ — |, nhỏ hơn hiệu của hai 
phần đầu là z + ¿. Như đã đã biết từ lời giải của bài toán trước, tích 


$-(Ÿ+z=2) 


lớn hơn tích hai phần đầu của số a. 
Như vậy, nêu thay hai phần đầu của số ø bằng các số 


“ và + — 
33 : 
còn phần thứ ba vẫn giữ nguyên, thì tích tăng lên. 
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Bây giờ giả sử một phần bằng : Khi đó hai phần còn lại có dạng 


Tương tự như trong bài toán trước, nêu chúng ta thay cả hai phần 
` ` À, qa ` hd ^ 2e ` , 2) ^ ` À 
sau cùng này băng : thì tổng không đối mà tích tăng lên và băng 


Như vậy, nêu số a được chia thành ba phần không bằng nhau thì 
tích của chúng nhỏ hơn _ tức là nhỏ hơn tích của ba thừa số bằng 
nhau có tổng bằng a. Bằng cách tương tự, ta cũng có thể chứng minh 
định lý này cho bốn, năm, v.v. nhân tử. 

Bây giờ ta xét trường hợp tổng quát hơn: Gọi p và q là hai số tự 
nhiên cho trước, và œ là một số dương cho trước. Với giá trị nào của 
z > 0 và  > 0 thì biểu thức zPụ* lớn nhất, nếu z + ụ = a? 


Giải. Ta cần tìm giá trị của z, 0 < z < a, để biểu thức 
zP(a — x)1 
đạt giá trị lớn nhất. Chia biểu thức này cho số p?az, ta nhận được 
.ư z Z. 
biểu thức mới zP (a—)4 
”w q1 


mà rõ ràng là sẽ đạt giá trị lớn nhất khi biểu thức ban đầu đạt giá trị 
lớn nhất. Viết biểu thức nhận được dưới dạng 


⁄šx 1x 4ã 4 a—># Ñ—ư (fqÑq—ứử 

Pp PpP PP g qg g 

——=.—==.`—=-=—..—=.-. 
piần giần 
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Tổng của tất cả các thừa số của biếu thức này báng 


—+-+-+—-+-.-+ + + +. 

D p p PP q q g 

——————- `——-—————- 
pliẩn giẳn 

pz„ q(a—) 


Đ 4 
tức là bằng hằng số. 
Theo điều đã được chứng minh ở trên, ta kết luận rằng tích 
H ĐI G,HINC.„ “—#ữ â@—# dq—72 
xu dP sư tự ng 


đạt cực đại khi tất cả các thừa số của tích bằng nhau: 


41 —~ q@—w 

p qg ˆ 
L) ` ` qa 2 3A ” ` _ + * bá ^ 
tức là z = và U = . Tỷ lệ giữa z và khi đó băng ty lệ 
x +ựq p+?tdq 
giữa p Và gq: 

z:U=p!:d. 


Bằng cách trên, có thể chứng minh rằng các tích zPw4zr, rPụ1zr‡*; 
v.v, của các số dương với các tổng #++z; z++z+¿; v.v. cho trước, 
đạt giá trị lớn nhất khi z : g: z =p:q:r; 204900550: 0z7: 0i 
V.V, 


7.5. Khi nào tổng nhỏ nhất? 


Bạn đọc hãy thử tự mình chứng minh các điều sau đây: 
1. Tổng của hai số dương với tích cho trước đạt giá trị nhỏ nhắt 
khi chúng bằng nhau. 
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ví dụ, đối với tích 36 : 4 + 9 = 13, 3 + 12 = 15, 2+18 = 20, 
1 +36 = 37 và cuỗi cùng 6 + 6 = 12. 

2. Tổng của một sô các số dương với tích cho trước đạt giá trị nhỏ 
nhất khi tất cả các số này bằng nhau: 

ví dụ, đôi với tích 216 : 3+12+6 = 21, 2+18+6 = 26, 9+6+4 = 
19, trong khi đó 6 + 6 + 6 = l8. 

Bằng một loạt các ví dụ sau đây, chúng ta sẽ tìm hiểu xem các 
định lý này được áp dụng trên thực tế như thế nào. 


7 6. Chiếc xà có thể tích lớn nhất 


Bài toán. Cân xẻ một khúc gỗ hình trụ tròn thành một chiếc xà hình 
hộp chữ nhật có thể tích lớn nhất. Tiết diện của nó phải có dạng sì 
(hình 23)? 


Hình 23: Chiếc xà hình hộp chữ nhật có thể tích lớn nhất? 


Giải. Nếu gọi các cạnh của tiết diện chữ nhật là z và ¿ thì theo định 
lý Pythagoras ta có 

z2 + 2 = dỀ, 
trong đó d - đường kính của khúc gỗ. (Tiết diện hình chữ nhật phải 
có cả 4 đỉnh nằm trên hình tròn chứ nêu cắt thụt vào bên trong thì rõ 
ràng là phí phạm gỗ, không thể lớn nhất). Thể tích của chiếc xà lớn 
nhất khi diện tích tiết điện của nó lớn nhất, tức là khi z đạt giá trị 
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lớn nhất. Nhưng nếu z lớn nhất thì z2? cũng sẽ lớn nhất. Vì tống 
z2 + 2 không đổi nên theo điều đã nói ở những phục phía trên, z2? 
lớn nhất khi z2 = g2, có nghĩa là z = g. 


Như vậy, tiết diện của xà phải là hình vuông. 


7.7. Hai mảnh đất 


Bài toán. 1. Một mảnh đắt hình chữ nhật có điện tích đã cho cẩn phải 
có hình dạng thê nào để bờ rào quanh nó có độ đài nhỏ nhất? 

2. Một mảnh đắt hình chữ nhật cần phải có dạng như thế nào để 
với độ dài của bờ rào cho trước nó có điện tích lớn nhất? 


Giải. 1. Hình dạng của mảnh đất hình chữ nhât được xác định bỏi 
môi liên hệ giữa các cạnh z và của nó. Diện tích của mảnh đất với 
các cạnh z và bằng z, còn độ dài bờ rào là 2(z + „). Chu vi (tức là 
độ dài bờ rào) sẽ nhỏ nhất nếu z + ¿ đạt giá trị nhỏ nhất. Với tích + 
không đổi, tổng z + y nhỏ nhất khi và chỉ khi z = . Do đó, hình chữ 
nhật phải tìm là hình vuông. 

2. Nêu z và là các cạnh của mảnh đất hình chữ nhật với chu vi 
c cho trước, thì tổng z +  = 5 bằng một nửa chu vi cũng được cho 
trước. Diện tích hình chữ nhật là z sẽ đạt giá trị nhỏ nhất khi z = 2, 
tức là khi mảnh đất có dạng hình vuông. 

Như vậy, chúng ta có thể bổ sung thêm những tính chất sau đây 
vào danh sách những tính chất đã biết của hình vuông: trong sỐ tất 
cả các hình chữ nhật có diện tích cho trước thì hình vuông là hình có 
chu vi nhỏ nhất, còn với chu vỉ cho trước thì nó có điện tích lớn nhất. 
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7.8. Chiếc diều 


Bài toán. Giả sử ta muôn làm một cái điều hình quạt tròn sao cho với 
chu vi cho trước nó có diện tích lớn nhất. Hỏi rằng hình quạt đó có 
dạng thễ nào? 


Giải. Yêu cầu của bài toán là cần xác định xem, độ dài cung của hình 
quạt và bán kính của nó có quan hệ thê nào để diện tích đạt giá trị 
lớn nhất với chu vi đã cho. 
Nếu bán kính của hình quạt là z, còn độ dài cung là ¿ thì chu vi c 
và điện tích S được biểu diễn như sau (hình 24): 
zU  #(c— 2z} 


=9 VAO =6 == 
C +z +9 2 2 


Rõ ràng Š và 2z(i — 2z), tức là 
điện tích đã được tăng lên bốn lần, 
cùng đạt giá trị lớn nhất tại một 
cùng giá trị của z. Vì tổng các thừa 
số 2z - (l— 2%) = c là một đại lượng 
không đổi, nên tích của chúng lớn 
nhất khi 2z = Ï — 2z, suy ra z = : 
=Ì— ° = - 

4 2 

Như vậy, hình quạt với chu vi đã 
cho có điện tích lớn nhất khi độ dài 
cung của nó bằng hài lần bán kính, 
hay nói cách khác, độ dài phẳn cong Hình 24: Cái diểu hình quạt tròn. 
của chu vi của nó bằng độ dài phần 
gấp khúc. Góc của hình quạt như 
vậy bằng 2 radian  115°. Chất lượng bay của chiếc diều rộng như 
vậy ra sao lại là một vẫn để khác không xét đến ở đây. 
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7.9. Xây nhà 


Bài toán. Giả sử ta muốn xây một ngôi nhà mới hình chữ nhật trên nễn 
của một ngôi nhà đã bị phá đi nhưng còn lại một bức tường nguyên vẹrt. 
Độ dài của bức tường còn nguyên đó là 12m. Điện tích của ngôi nhà 
mới phải băng 112m2. Giả sử rằng đắt rộng thoải mái về mại hướng. 
và các chỉ tiêu kinh tê của công việc xây này như sau: 

1) Việc sửa chữ bức tường tính theo mét dài tôn phí bằng 25%. giá 
thành của việc xây cái mới; 

2) Việc dỡ bức tường cũ tính theo mét dài và việc xây bức tường mới 
từ nguyên vật liệu thu được tôn phí bằng 50% giá thành của việc xây 
dựng bức tường mới bằng nguyên vật liệu mới tính theo mét dài. 

Với những điều kiện đó cân phải sử dụng bức tường còn nguyên như 

Ấ \ ? ,‹Á .^ ` #_ A ` Á 
thê nào để tiệt kiệm chỉ phí xây tường nhật? 


ị 


- <.. 


ức tường đã có. 
¬ vỐi một bức 
Hình 25: Xây nhê 
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Giải.! Giả sử từ bức tường cũ còn giữ lại được z mét (0 < z < 12), và 
đỡ đi 12 — z mét để lẫy nguyên vật liệu xây một phần tường của ngôi 
nhà mới (hình 25). Gọi giá thành xây tường từ nguyên vật liệu mới 

, LẠ \` 5 ` ` .^ˆ 9 ~ , Lá ` ~ ~ Ầ a+ 
tính theo mét đải là a, thì việc sửa chữa z mét bức tường cũ sẽ tôn —; 

.A ^ À ` ^ ` e© ~ LẠ ./ ` ` a(12 — z) ./ 
việc xây phần tường độ dài 12 — z sẽ có giá thành là ————; giá 
thành của phần còn lại của bức tường là a[/— (12—z)] = a(u+—12); 
của phân thứ ba là az, của phần thứ tư là z. Toàn bộ công việc sẽ 
tôn phí là 


, 12— g(7 8 


Biểu thức sau cùng đạt giá trị nhỏ nhất khi tổng 
fz + 8U 


đạt giá trị nhỏ nhất. Ta biết răng diện tích của ngôi nhà z bằng 112; 
do đó 
7z - 8ụ = 56 - 112. 


Với tích không đổi, tổng 7z + 8 đạt giá trị nhỏ nhất khi 7z = 8y, 
hay là + — 5. Đặt biểu thức này vào phương trình zự = 112, ta có 


ác = 112, suy ra z = 128 11,3. 


Vì độ dài của bức tường cũ là 12m, nên chỉ phá đi 0,7m của bức 
tường này. 

! Trước hét, để ý rằng, nều như bình phương của chiều dài bức tường còn lại nhỏ 
hơn điện tích của ngôi nhà thì tốt nhất sẽ là xây nhà hình vuông có một bên tường 
chứa bức tường cũ. Nhưng vì 122 = 144 > 112 nên sẽ không tối ưu nếu có một bên 
tường dài hơn bức tường cũ, - N.D. 
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7.10. Khu nghỉ mát 


Bài toán. Khi xây nhà nghỉ mát, cần phải rào khu đắt quanh nhà nghỉ 
này. Vật liệu đã có đủ để xây !m tường rào theo chiều dài. Thêm vào 
đó, có thể sử dụng một bức tường rào đã được xây từ trước làm một 
cạnh của khu đắt. Với những điều kiện đó cần phải rào như thê nào để 
khu đất hình chữ nhật có điện tích lớn nhất? 


Hình 26: Hàng rào quanh khu đất. 

Giải, Giả sử chiều “đài” của khu đất (tính dọc theo hàng rào cũ) là r 
mét, còn chiều “rộng” (tính theo hướng vuông góc với hàng rào cù) 
là y mét (hình 26). Khi đó để rào khu đất này cần z + 3 mét hàng 
rao nữa, nên z + 2 = Ì, 

Diện tích của khu đất bằng Š = + = v( - 3u). Nó nhận giá trị 
lớn nhất đồng thời với đại lượng 25 = (3/)U - 2w), là tích của hai 
thừa số với tổng bằng / không đổi. Vì vậy để diện tích đạt giá trị lớn 


nhật cẦn có 2 = ! — 2g, tức là  = H0 hi VU 3: 
Nói cách khác, z = 2, tức là chiều dài của khu đất bằng hai lần 
chiêu rộng của nó], 


“Một cách trực giác khác để giải bài toán này như sau: ta hình dung xây hai hàng 
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7.11. Máng nước có tiết diện lớn nhất 


Hình 27: Tắm kim loại gập thành máng. 


Bài toán. Cần uốn một tắm kim loại (hình 27) thành một cái máng 
nước có tiết điện hình thang cân. Có thể làm điều đó theo nhiều cách 
khác nhau, như được mỉnh họa trên hình 28. Các thành bên của máng 
cần phải rộng bao nhiêu và với góc uỗn nào để tiết điện của nó có diện 
tích lớn nhắt (hình 29)? 


Hình 28 Hình 29 


rào giống nhau, ở hai phía của tường rào cũ và đối xứng với nhau qua bức tường 
rào cũ. Khi đó, hai khu đất hợp với nhau thành một hình chữ nhật có diện tích gấp 
đôi hình chữ nhật cần tìm và chu vi cũng gấp đôi hàng rào cần xây. 

Hình chữ nhật ban đầu tối ưu khi hình chữ nhật to gấp đôi này tôi ưu về chu vi. 
Ta đã biết là hình chữ nhật với diện tích đã định sẽ tối ưu về chu vi khi nó là hình 
vuông. Như vậy hình chữ nhật ta cần tìm có hình đáng như là một nửa hình vuông, 
tức là chiều dài gấp đôi chiều rộng. - N.D. 
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Giải. Giả sử chiều rộng của tắm kim loại là ¡. Các thành máng được 
uốn là z, còn chiều rộng đáy máng là ¿. Ta đưa thêm vào ấn số z mà 
ý nghĩa của nó được chú thích ở hình 30. 


Hình 30: z là một nửa của hiệu giữa đáy lón và đáy nhỏ. 
Diện tích của hình thang tiết diện máng là 
su? 32 0= (w+ z)2(z2 — z?). 


Bài toán bây giờ được quy về việc tìm các giá trị z, 1, z để cho S 
đạt giá trị lớn nhất; với điều kiện là tổng ¡ = 2z + không đổi. Ta 
viết 392 = 3(w + z)2(z2 — z2) dưới dạng tích của 4 sô dương với tổng 
bằng 2ï: 

39” =(yw+z)(u+z)(œ + z)(3z — 3z). 


Như vậy, 392 đạt giá trị lớn nhất (và có nghĩa là 9 đạt giá trị lớn 
nhất khi và chỉ khi bốn thừa số đó bằng nhau, tức là: 


+z=®z+z=ð1_— 3z, 


ỉ 

SUY [A # = 1 = 2Z = . 

Vì cạnh góc vuông z bằng nửa cạnh huyền z trên hình 30, nên góc 

đôi điện với cạnh góc vuông này bằng 30°, còn góc lệnh của thành 
bên của máng với đáy của nó bằng 90° + 30° = 1209. 
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Thành thử, máng có tiết diện lớn nhất khi tiết điện có dạng một 
nửa lục giác đều (theo hình 30)1. 


7.12. Cái phễu có dung tích lớn nhất 


Bài toán. Giả ta cần làm phần trên (dạng hình nón) của một cái 
phễu tử một miếng sắt hình tròn. Để làm điễu đó ta cắt bớt một hình 
quạt từ miễng sắt này rôi cuộn phân còn lại thành một hình nón (hình 
31). Số đo cung của hình quạt bị cắt đi phải là bao nhiêu độ để hình 
nón có dung tích lớn nhất? 


—- 


Hình 31 


Giải. Ta ký hiệu độ dài của cung tròn còn lại của miếng sắt là z (theo 
đơn vị đo độ dài). Khi đó, hình nón tạo thành có bán kính ? của 
miếng sắt hình tròn, còn chu vi đáy sẽ bằng z. Gọi bán kính của đáy 
phếu là r, ta có z = 2zr, suy ra r — 2 (Hình 31). 


1 Tương tự như đồi với bài toán trước, có một cách trực giác khác để giải bài toán 
này như sau: úp hai cái máng vào với nhau để tạo thành hình lục giác với chu vi đã 
cho (bằng 2/) và diện tích gấp đôi diện tích của máng. Máng là tối ưu khi hình lục 
giác này có diện tích tối ưu. Trong số các hình lục giác có chu vi cho trước thì hình 
lục giác đều có diện tích lớn nhất, cho nên hình máng tối ưu chính là một nửa của 
hình lục giác đều. - N.D. 
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Theo định lý Pythagoras, chiều cao của hình nón bằng: 


[_— 2 


và thể tích của hình nón này băng 


2 

UIT T7 /(/#N2 + 
—=_— H =-.-. — ý TC SEN CÔ h 
„HN 3 ) DU 7T: 


Biểu thức này đạt giá trị lớn nhất đồng thời với biểu thức 

r+ Y2 + €\2 

he "9g jesei 

s k (s-) 
và hai lần bình phương của nó: 
z2 /#\ˆ7 2 z2 
(2) (2) -P(“-()|: 

Vì tổng các thừa số trong tích trên bằng 22 là đại lượng không 


đối, nên tích trên đạt cực đại khi các thừa số bằng nhau, tức là khi z 
thỏa mãn phương trình 


(W =1(#- (4). 


SUY ra 


z \2 27 
— — 2 ` — . 
3(s ) =92R và ø = ——RV6 ^ 5,15R, 


Tính theo độ cung thì z ~ 295°, nghĩa là cung của hình quạt bị 
cắt đi băng 360° — z 659. 
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7.13. Sự chiêu sáng rõ nhất 


` * z ? ^ Ẩ À AĂ. ˆ LIA\ ˆ « 
Bài toán. Ngọn lửa của cây nên cân phải ở độ cao bao nhiêu trên mặt 
` -? ⁄ .Á ⁄ ~ £ ^A P\ .Ä * ^ \ 
bản để nó chiều sáng rõ nhất một đồng tiên năm trên bàn? 


Giải. Để tính toán, ta cần vận dụng đến định luật quang học vẻ độ 
chiều sáng. Nó nói rằng, độ chiêu sáng từ một nguồn sáng A tới một 
điểm cho bởi biểu thức 
¿ : COS Œ 
AB? 


trong đó ¡ là độ phát sáng của nguồn 4, còn øœ là góc phản xạ của 
ánh sáng đến người quan sát (hình 32). 


Hình 32 


Ở đây ta coi rằng người quan sát nhìn thẳng xuống mặt bàn, 
khoảng cách ø = BC là cô định, độ phát sáng ¡ cũng là cỗ định. 


Gọi z = AC là khoảng cách từ chỗ nên cháy xuống mặt bàn. 
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Khi đó 


hự hy 
AB2=z?+.a? CO8 (Œ Z ——— Z — 
AB vx2+a7 
Ñ Ä .-Á # è 
và độ chiêu sáng băng 
? # 1Œ 


a2 + +2 VXa2+ x2 ¬ (a2 +22 


Biểu thức này đạt cực đại khi bình phương của nó, tức lä 


22 


1+2 ~ 
(a2 + z2)” 
đạt cực đại. 
Ta bỏ qua nhân tử 2 xem như một đại lượng không đối, và biểu 
diễn phần còn lại của biểu thức đang được xét dưới dạng: 
z2 s— 1 i a2 
(32+ z?)3 — (a2+z2)2 E NEREES) 


_ l : 1 a? 
— \#ø2+ d2 z2+a2)- 


Biểu thức này đã được biến đổi đạt cực đại khi 


a? a2 sí a° 
z2+ a2 J \+z2 + a2 z3 + a2 


đạt cực đại, vì chẳng qua là tích của nó với 2aÝ. 

Chú ý rằng tổng của các thừa số trong tích cuối cùng bằng 2 là 
một đại lượng không đổi, nên tích đang xét đạt cực đại khi các hệ sỐ 
bằng nhau, tức là khi ta có 


2 2 
ũ `. ==- : 


Nhân cả hai về cho z2 + a2 rồi rút gọn, ta được phương trình 


SUY ra 
q 


#==— 71a. 
v2 
Như vậy, đồng tiền được chiêu sáng rõ nhất khi nguồn sáng ở trên 
độ cao bằng 0,71 lần khoảng cách từ đồng tiễn tới hình chiếu vuông 
góc của nguồn sáng xuống mặt bàn. Việc biết hệ thức này giúp cho 
ta bô trí nguồn chiều sáng tốt nhất cho nơi làm việc. 
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Chương 8. 
Cấp sô 


8.1. Cấp số cổ nhất 


Bài toán cổ nhất về cấp sô không phải là câu chuyện xảy ra cách 
đây chừng hai nghìn năm về phần thưởng của người phát minh ra 
môn cờ vua, mà là một bài toán cổ hơn rất nhiều và là về việc chia 
lúa mì. Nó được ghi lại trong một cuỗn sách nổi tiếng bằng giấy chỉ 
thảo (papyrus), được gọi là “chỉ thảo Rhind”, do nhà khảo cổ học 
Alexander Henry Rhind khai quật ra vào thê ký XIX ỏ Thebes, Ai Cập. 
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Cuốn chỉ thảo này được làm ra từ gần 2000 năm trước Công nguyên, 
và là bản chép lại từ một tác phẩm toán học khác cổ xưa hơn, có lẽ 
bản gốc này có từ thiên niên kỷ thứ ba trước Công nguyên. Trong số 
những bài toán số học, đại số và hình học của tài liệu đó có bài toán 
với nội dung như sau: 

Chia một trăm đầu lúa mì cho năm người sao cho người thứ hai 
nhận được nhiều hơn người thứ nhắt một số lúa bằng số lúa mà người 
thú ba nhận nhiễu hơn người thứ hai, người thứ tư nhiều hơn người 
thứ ba và người thứ năm nhiều hơn người thứ tư. Hai người đầu tiên 
nhận được một số lúa bằng một phân bảy số lúa của ba người còn lại. 
Hỏi mỗi người nhận được bao nhiêu? 


Giải. Rõ ràng, số lúa mì mà mỗi người được chia nhận được sẽ làm 
thành một cấp số cộng. Giả sử số hạng đầu của nó là z, công sai là g. 
Khi đó 

phẩncủa ngườithứ nhất z 


” hai z + U 
” ba z+2ụ 
„ tư z + öu 


” năm zx+ 4ụ 
Theo điều kiện của bài toán ta lập được hai phương trình sau đây: 


z-+(z+) +(++29) + (x~+ 8y) + (z + 4u) = 100, 
7[z + (+ )] = (z +2) + (x + 39) + (z + 4u). 


Khai triển và rút gọn ta được hệ: 


z + 2u = 20; 
11z = 2. 
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Như vậy, số lúa mì cần phải được chia thành các phẩn như sau: 


2 h) 1 1 
1-, 1 5 3 = ầ —” 
5 k 20 Hể: và XC: 


8.2. Đại số trên giây kẻ ô 


Mặc dù bài toán về cấp số phía trên đã có từ năm nghìn năm 
trước đây, nhưng trong chương trình giáo dục ở Nga cấp số mới xuất 
hiện không lâu lắm. Trong cuốn sách giáo khoa của Magninsky 
xuất bản vào thế kỷ XVII và trọn nửa thế kỷ là giáo trình hướng đấn 
cơ bản Ở trưởng phổ thông tuy đã có phần cấp số nhưng không cố 
các công thức tổng quát liên hệ giữa các số hạng của cấp số với nhan. 
Chính tác giả của cuốn sách cũng không để dàng giải quyết được các 
bài toán dạng này. Trong khi đó công thức tổng các sô hạng của một 
cấp số cộng để dàng tim được bằng một phương pháp trực quan và 
đơn giản nhờ giây kẻ ô. Trên tờ giây này một cấp số cộng bất kỳ được 
mô tả bằng một hình bậc thang. 


Lá 
sói ~ 5 Ca Đã “.<g b “ 


Hình 33 
ví dụ hình ABC trên hình 33 mô tả cấp số: 2, 5, 8, 11, 14. 
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Để tính tổng các số hạng của nó ta mở rộng hình vẽ thành hình 
chữ nhật 4G E. Ta nhận được hai hình khác nhau AZDC và DG EC. 
Diện tích của mỗi hình trong hai hình đó là tổng của các số hạng của 
cấp số của ta. Nghĩa là hai lần tổng của cấp sô bằng diện tích hình 
chữ nhật ABGD, tức là bằng (AC + CE) : AB. Nhưng AC + CE biểu 
diễn tổng của số hạng thứ nhất và cuối cùng của cập số, còn 4Ø là 
số các số hạng của cấp số. Vì vậy hai lần tổng của cấp số cộng bằng 


hs + L4 Ầ À ` Ầ ° ẨẦ , Ầ 
25 = (tổng của các sô hạng đầu và cuôi) - (sô các sô hạng), 


hay là: 
S (tổng của các sô hạng đầu và cuôi) - (sô các sô hạng) 
—= ——`“`Đ=ẰFỀễằèỀằễẼ—E—EỄỀ “_“Ằ`—Ễ—Ễ———_——ễ ŸŸEŸEŸEEẦ—~—- 


: | 
8.3. Tưới vườn rau 


Bài toán. Một vườn rau có 30 luỗng, mỗi luống dài 16 m và rộng 2,5 m. 
Khi tưới rau người làm vườn xách hai thùng nước từ một cái giếng ở 
cách mép vườn 14m, và đi vòng quanh các luỗng rau theo rãnh, đồng 
thời nước của mỗi lẫn xách chỉ đủ để tưới cho một luỗng. Hỏi rằng 
người làm vườn phải đi một con đường dài bao nhiêu để tưới cả cái 
vườn? Đường đi bắt đầu và kết thúc ở giếng nước. 


Giải. Để tưới xong luỗng thứ nhất người làm vườn phải đi qua một 
đoạn đường là 


14 + 16 + 2,5 + 16 + 2,5 + 14 = 6ðm. 
Để tưới xong luống thứ hai anh ta phải đi qua 


14+ 2,5 + 16 + 2,5 + 16 + 2,ð + 2,5 + 14 = 65 + 5 = 70m. 
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Hình 34: Bài toán người tưới rau. 


Với mỗi luống tiếp theo con đường lại dài hơn luỗng trước đó 
5 mÌ, Ta có cấp số 


65, 70, 7ð, ..., 65 +ö- 29. 


# LẠ J à 
Tổng các sô hạng của nó bằng 


(65 + 65 + 29 - 5) - 30 


= 4125mm. 
2 


Vậy người làm vườn phải đi một con đường dài 4,125 km để tưới 
xong toàn bộ khu vườn. 

! Ở đây có thêm điều kiện (mà tác giả không viết rõ ra) là người làm vườn luôn 
đi theo một con đường dài 14 m từ một góc vườn đến giêng nước trong mỗi lần đi 
lây nước và đi tưới rau, chứ không đi tắt, nêu không thì con đường để tưới luỗng 
sau sẽ dài thêm không đến 5 m so với luỗông trước - N.D. 
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8.4. Cho gả ấn 


Bài toán. Có một lượng thức ăn dự trữ đủ cho 31 con gà trong một thời 
gian, tính theo mức 1 decalit (10 lít) một tuần cho mỗi con gà, với giả 
sử số gà không thay đổi. Nhưng vì trên thực tế mỗi tuần số gà lại giảm 
đi một con, nên số thức ăn dự trữ đủ cho lượng thời gian gấp đôi. Hỏi 
số lượng thức ăn dự trữ là bao nhiêu và lúc đầu nó được dự trữ tính đủ 
cho gà ăn trong bao lâu? 


Giải. Giả sử số lượng thức ăn dự trữ là z decalit, cho thời gian ¿ tuần. 
Vì lượng thức ăn được tính cho 31 con gà theo mức 1 decalit, một 
con một tuần, nên z = 3l. 
Sự tiêu thụ thức ăn diễn ra trong thời gian gấp đôi so với dự kiến, 
tức là 2u tuần, như sau: 


turầnthứ nhất 31 decalit 
„ hai đl-] decalit 
„ ba 31-2 decalit 
„ 2 31—(2u—1)=31—-2y+1 decalit 


Do đó, toàn bộ thức ăn đã dự trữ là 


z = 3l = 31+30+ 29+... + (31 — 2y + 1). 


Tổng của 2 sô hạng của cập số mà số hạng thứ nhất là 31 còn số 
(31 + 31 — 2 + 1)2 
=—. 

Vì không thể bằng 0 nên ta có thể giản ước thừa số này ở cả 


hạng cuối là 31 — 2y + 1 bằng 
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hai về của đẳng thức. Ta được 
thế (31 + 31 — 2y + 1)2y 


ỏl 5 
= (63 — 20)w, 
Ầ 3l =63—2w 
=ả  = 16, 
từ đó suy ra 
œ@=äjI 
 = 496 


Vậy lượng thức ăn dự trữ là 496 decalit, dự kiến đủ cho 16 tuần. 


8.5. Hợp tác xã đào đất 


Bài toán. Một hợp tác xã đào đắt nhận thâu đào một con kênh. Nếu 
như toàn bộ xã viên của hợp tác xã cùng làm việc thì con kênh sẽ được 
đào xong trong vòng 24 tiếng đông hỗ. Nhưng trong thực tế, lúc đầu chỉ 
có một xã viên làm việc. Sau một khoảng thời gian nào đó thì người 
thứ hai đến, và cũng sau một khoảng thời gian như thế người thứ ba 
đến, và cứ như thế cho đến người cuỗi cùng. Khi tính toán thì mới thấy 
rằng người thứ nhất đã làm việc lâu hơn người cuỗi cùng 11 lần. Hỏi 
người cuỗi cùng làm việc bao nhiêu lâu? 


Giải. Giả sử người xã viên cuỗi cùng làm việc z giồ, khi đó người đầu 
tiên làm việc 11z giờ. Tiếp theo, nếu số xã viên là g, thì tổng số giờ 
làm việc chính bằng tổng của số hạng của một cấp số cộng mà số 
hạng đầu là 11z và số hạng cuối là z, tức là 

(11xz+z) _ 


Bêy: 
2 tế 
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Mặt khác, biết rằng hợp tác xã có g xã viên, và nêu tất cả cùng 

làm việc thì sẽ đào xong con kênh trong 24 giờ, tức là để hoàn thành 
^ ^ P` Ầ 2 "` ` LẠ 
công việc cần tât cả 24 giờ làm. Do đó 


6+zụ = 24w. 


Số y khác 0, vì vậy có thể giản ước thừa số này và ta có: 6z = 24, 
suy ra z = 4. Như vậy người xã viên cuôi cùng đã làm việc 4 giờ. 

Chúng ta đã trả lời câu hỏi của bài toán; nhưng số xã viên (ký hiệu 
là ) thì ta không tìm được dù nó có xuất hiện trong phương trình. 
Bài toán không đủ điều kiện xác định số này. 


8.6. Những quả táo 


Bài toán. Một người làm vườn mang táo đi bán. Anh ta bán cho khách 
hàng thú nhắt một nửa số táo của mình và thêm một nửa quả nữa, cho 
người khách thứ hai một nửa số táo còn lại và một nửa quả nữa, cho 
người thứ ba nửa số táo còn lại và một nửa quả nữa và cứ thế tiếp tục. 
Sau khi bán cho người thứ bảy một nửa số táo còn lại cộng thêm nửa 
quả nữa thì người làm vườn không còn quả táo nào. Hỏi người làm 
vườn lúc đầu có bao nhiêu quả táo cả thảy? 


.-^?e 


Giải. Nếu số táo ban đầu là z thì người khách hàng thứ nhất đã mua 


người thứ hai mua 
1 z+l l1 z+l : 
1G 2 )+;=# nếp 
người thứ ba mua 
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v.v..., người thứ bảy mua 


øœ+1 ` 
“z7 quả. 
Ta có phương trình 


z+l1  z+1 z+] + l 
—ø— T~zg- † 25 +... + TS 


hay 


(+1) 7...5 
x 2 22 28 sat 27 —=ứữ. 


Sau khi tính tổng các số hạng của cấp số nhân trong ngoặc ta tìm 
được 


+ "+. 1 
zZT+1 — 2ï 
Ầ + = 2'—1= 112i. 


Vậy số táo là 127 quả. 


8.7. Mua ngựa 


Bài toán. Trong sách Số học của Magninsky có trình bày một bài toán 
vui như sau: 

Có người bán một con ngựa với giá 156 tuble. Sau khi xem ngựa, 
người khách hàng không muôn mua nó, ông ta nói: 

- Tôi không mua con ngựa với giá đó đâu, đắt quá. 

Khi đó người bán ngựa đê nghị các điều kiện khác: 
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- Nếu theo ông giá ngựa quá cao, thì ông hãy mua đỉnh đóng móng 

của nó thôi vậy, khi đó tôi sẽ biếu không ông con ngựa. Mỗi cái móng 
⁄# ⁄#s ` #s ° L2 °« # 1 #s ° La . . # 

ngựa có 6 cái đình. Cái đình thứ nhắt giá 1 kopek, cái đỉnh thứ hai giá 
l1 zZ» . z ` ⁄ ^ As ⁄ ° 
5 kopek, cái đỉnh thứ ba 1 kopek và cứ thế nhân đôi cho các đỉnh sau. 

Người mua hàng bị cám dỗ bởi giá hời và muốn được biếu không 
con ngựa đã chắp nhận điều kiện của người bán sau khi ước tính rằng 
ông ta sẽ chỉ phải trả không quá 10 ruble tiền đỉnh. 

Hỏi rằng người mua ngựa sẽ phải trả bao nhiêu tiền? 


Giải. SỐ tiền để mua 24 cái đình đóng móng ngựa sẽ là 


2(1+2+22+2) 
kopek. Tổng này bằng 
j6]... xa. cÍ 3 
—~ = ——=4194 — k 
12-1 2 h 303. opek 


tức là gần 42 nghìn ruble. Với số tiễn như vậy thì cứ thoải mái mà cho 
không con ngựa. 


8.8. Phần thưởng của người lính 


Trong một cuôn sách giáo khoa toán Nga cổ khác với một cái tên 
dài đòng: Giáo trình đây đủ vê toán học đo Efim Voitiakovsky - học viên 
trường sĩ quan pháo binh, giáo viên toán dân sự - biên soạn có ích và 
thông dụng cho thanh niên và những người học toán (1795), có một 
bài toán sau đây: 

Để thưởng công cho một người lính, người ta ban tặng cho anh 
ta 1 kopek cho vết thương thứ nhất, 2 kopek cho vết thương thứ hai, 
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4 kopek cho vết thương thứ ba và cứ thế nhân đôi cho các vết thương 
tiếp theo. Tính toán cho thấy người lính nhận được cả thảy 655 ruble 
35 kopek tiền thưởng. Hỏi số vết thương của anh lính là bao nhiêu? 


Giải. Ta lập phương trình 


65535 =—1+ 2+ 22+ 224+...+ 2# 
7 =1, 


từ đó ta có 65 536 = 2# và z = 16, là kết quả mà ta đễ dàng tìm 
được bằng cách thử. 

Người lính đã phải bị 16 vết thương và còn phải sống sót sau từng 
đây vết thương để nhận được phân thưởng hậu hĩnh 655 ruble 35 
kopek này. 
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Chương 9. 
Phép toán thứ bảy 


9,1. Phép toán thứ bảy 


Chúng ta đã nhận xét rằng phép toán thứ năm - phép nâng lên 
lũy thừa - có hai phép toán ngược. Nếu 


äq ==C 


thì việc tìm lại ø là một phép toán ngược - phép khai căn, còn việc 
tìm b là một phép toán ngược khác, gọi là phép lây logarit (logarithm, 
viết tắt là log): nêu b là log cơ số œ của c thì điều đó có nghĩa là a mũ 
b bằng c: 


aÌ98a€ = c, 
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Người ta phát minh ra logarit để làm gì? Tất nhiên là để tăng 
tốc độ và làm đơn giản công việc tính toán. John Napier (1550-1617, 
viết theo kiểu Pháp thành Jean Néper), người phát minh ra các bảng 
logarit đầu tiên, đã nói về động cơ của mình như sau: 

“Tôi đã cô gắng hết mức để thoát khỏi những khó khăn và sự nhọc 
nhăn buôn tẻ của việc tính toán mà sự phiển hà của chúng thường 
ảnh hưởng xấu đến việc nắm vững toán học”. 

Thật vậy, các logarit đã làm dễ dàng và tăng nhanh tốc độ tính 
toán rất nhiều. Ví dụ như phép khai căn bậc bât kỳ mà không có 
logarit thì tính toán sẽ rất mệt . Không phải vô cớ mà nhà nhà toán 
học vĩ đại Laplace (đọc là La-p-la-xơ) đã viết: “Việc phát minh ra 
logarit làm giảm công việc tính toán từ hàng tháng xuống vài ngày 
và đã tăng gấp đôi cuộc đời của các nhà thiên văn. Laplace đã nói 
về các nhà thiên văn vì họ buộc phải làm những phép toán phức tạp 
và nhọc nhăn. Nhưng những lời của ông cũng đúng với những người 
phải tính toán nhiều với các con số nói chung. 

Chúng ta, những người đã quen với việc sử dụng logarit và đã 
quen với sự để dàng trong tính toán do chúng mang lại, thật khó mà 
hình dung nổi sự ngạc nhiên và thán phục do sự xuất hiện của logarit 
gây ra. Một người cùng thời với Napier là Henry Briggs - người mà 
sau này nổi danh bằng việc phát minh ra logarit thập phân, đã viết 
sau khi nhận được tác phẩm của Napier: “Bằng các logarit kỳ thú của 
mình, Napier đã buộc tôi phải làm việc rât căng bằng cả đầu óc và hai 
tay. Tôi hy vọng sẽ được gặp ông vào mùa hè này, vì chưa bao giờ tôi 
được đọc một cuôn sách nào lại hấp dẫn và khiến tôi ngạc nhiên đến 
thế”. Briggs đã thực hiện ý định của mình và lên đường đi Scotland 
để viếng thăm người đã phát mỉnh ra logarit. 

Trong buổi gặp gõ, Brigzs đã nói: “Tôi thực hiện một cuộc hành 
trình dài đến đây chỉ với một mục đích duy nhất để được gặp ngài và 
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muốn được biết xem sự sắc sảo và tài nghệ nào đã giúp ngài đi tới ý 
tưởng đầu tiên về cuốn sách tuyệt vời cho thiên văn học - logarit. Tuy 
nhiên bây giờ tôi còn ngạc nhiên hơn nhiều vì đã không có ai nghĩ ra 
chúng trước đây - sau khi đã hiểu biết về chúng thì chúng tỏ ra đơn 
giản biết bao”. 


9.2. Các đôi thủ của logarit 


Trước khi logarit được phát minh, nhu cầu về việc tăng tốc tính 
toán đã dẫn tới việc lập ra các bảng loại khác nhau mà nhờ chúng 
phép nhân không phải được thay thê bằng phép cộng mà bằng phép 
trừ. Việc xây dựng các bảng này dựa trên đồng nhất thức 


“.. x5... 


b 1 SỨ: HỚG, 

Tính đúng đắn của đồng nhất thức này dễ thấy được ngay sau khi 
bỏ đâu ngoặc. 

Khi đã có một phần tư của các bình phương, ta có thể tìm tích 
của hai sô không phải bằng phép nhân mà bằng phép trừ phần tư 
của bình phương của tổng hai số này cho phân tư bình phương của 
hiệu của chúng. Các bảng này làm giảm bót khó khăn của phép bình 
phương và phép khai căn bậc hai và, cùng với bảng các sô nghịch đảo 
chúng làm đơn giản hóa cả phép chia. Ưu thế của chúng đối với các 
bảng logarit là ở chỗ, chúng cho ta kết quả chính xác, chứ không phải 
các kết quả gần đúng. Tuy nhiên chúng kém các bảng logarit ở một 
loạt các điểm khác, mà là các điểm quan trọng hơn rất nhiều. Trong 
khi mà bảng phân tư của các bình phương chỉ cho phép nhân hai 
sô với nhau, thì các logarit cho phép ta tìm được ngay tích của một 
số bất kỳ các thừa số, hơn nữa nó cho khả năng nâng lên lũy thừa 
bậc bắt kỳ và làm phép khai căn bậc bất kỳ (nguyên hoặc phân). 
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Trong khi đó, không thể tính các tỷ lệ phần trăm phức tạp nhờ các 
bảng phân tư các bình phương. 

Vậy mà các bảng phần tư các bình phương lại chỉ được xuất bản 
sau khi đã có các bảng logarit đủ loại. Năm 1856 ở Pháp đã xuất bản 
các bảng tính với tên gọi: 

“Bảng bình phương các số từ 1 đến 1000 triệu mà nhờ nó ta tìm 
được tích của các số bằng một phương pháp rất đơn giản tiện lợi hơn 
là dùng logartt. Được lập bởi Alexandre Cossort.”. 

Nhiều người đã nảy ra ý nghĩ đó mà không biết nó đã được thực 
hiện từ lâu. Có đến hai lần có người giới thiệu cho tôi xem những 
bảng tương tự như là phát minh mới, và họ rất ngạc nhiên khi biết 
răng phát mỉnh của họ đã có từ hơn ba trăm năm trước đây. 

Một đôi thủ mới trẻ hơn của bảng logarit (thời chưa có máy tính 
điện tử) là các bảng tính có trong nhiều sách tra cứu về kỹ thuật, có 
chứa các cột như: bình phương của các số, lập phương, căn bậc hai, 
căn bậc ba, các số nghịch đảo, chu vi đường tròn và diện tích hình 
tròn đôi với các sô từ 2 đến 1 000. Các bảng này tiện lợi cho nhiều tính 
toán kỹ thuật, tuy nhiên chúng không áp dụng được rộng rãi như là 
các bảng logarit. 


9.3. Sự tiền hóa của các bảng logarit 


Cho đến đầu thế kỷ XX, các trường ở Nga sử dụng bảng logarit 
5 chữ số, rồi chuyển sang các bảng 4 chữ số vì chúng hoàn toàn đủ 
cho tính toán kỹ thuật. Nhưng thực ra, đối với đa số các nhu cầu của 
thực tế, chỉ cần sử dụng các logarit tính chính xác đến 3 chữ số là đủ, 
vì các đo đạc thường ngày hiêm khi được thực hiện với độ chính xác 
trên 3 chữ sô. 
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Trước đó, ở trong các trường học ñigười ta dùng các tập dày cộp 
các bảng logarit 7 chữ số, và nó chỉ được thay thế bằng bảng 5 chữ số 
sau một cuộc tranh luận căng thẳng. Ngay các bảng logarit 7 chữ số 
này khi mới xuất hiện (vào năm 1794) cũng bị cơi là một cái mới khó 
chấp nhận. Các logarit thập phân đầu tiên, do nhà toán học Henry 
Brigzs ở London lập ra từ năm 1624 chứa đến 14 chữ số. Sau ít năm 
nó được thay thế bằng bảng 10 chữ sô của nhà toán học Hà Lan 
Andriaan Viacdq. 

Như chúng ta thấy, sự tiễn hóa của các bảng logarit thông dựng 
diễn ra theo chiều hướng từ các định trị nhiều chữ số tới các định trị 
ít chữ số hơn. Tuy nhiên, cho đến nay, còn có nhiều người chưa nhận 
thức được một điều đơn giản, là tính chính xác của việc tính toán 
không thể vượt quá tính chính xác của các phép đo (cho nên logarit 
chính xác đến nhiều chữ số là thừa khi mà các phép đo thông dụng 
không chính xác đến mức đó). 

Việc thu gọn phần định trị dẫn tới hai hệ quả thực tiễn quan trọng: 


1. Làm giảm bớt rõ rệt khuôn khổ các bảng. 


2. Cùng với điều đó làm đơn giản hóa việc sử dụng chúng, và có 
nghĩa là làm tăng nhanh tốc độ các tính toán có sử dụng chúng. 


Các logarit 7 chữ số chiếm gần 200 trang giây khổ lớn, thì với 5 
chữ số chỉ chiếm hết 30 trang giây khổ #: bằng nửa, với h chữ sô có 
khuôn khổ mười lân bé hơn thê nữa - gồm hai trang giây lớn, còn 
bảng logarit 3 chữ số có thể đặt trọn vào trong một trang giây này. 


Còn về tốc độ tính toán, đã chứng minh được rằng, chẳng hạn, 
việc tính toán dùng bảng 5 chữ số chỉ tốn một nửa thời gian so với 
bảng 7 chữ số. 
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9.4. Những kỳ quan logarit 


Nếu các yêu câu tính toán của kỹ thuật và đời sông hàng ngày 
được đảm bảo hoàn toàn bởi các bảng logarit 3 và 4 chữ số, thì mặt 
khác, có các bảng với sô chữ số lớn hơn nhiều, thậm chí lớn hơn cả 
bảng 14 chữ số của Brigøs, để phục vụ cho những người nghiên cứu 
lý thuyết. 

Trong hẳu hết các trường hợp, logarit của một số là số vô tỷ và 
không thể biểu diễn chính xác bởi một số bắt kỳ các chữ số nào; dù 
có chọn bao nhiêu chữ số đi nữa cũng chỉ được biểu diễn gần đúng, 
càng nhiều chữ số trong phần định trị của chúng thì biểu diễn càng 
chính xác. 

Đôi khi, đối với các công trình khoa học, nhưng trong sô 500 mẫu 
bảng logarit các loại được dần dần xuất bản trong thời kỳ phát minh 
ra chúng, các nhà nghiên cứu luôn luôn tìm được cái mà họ cẩn. Ta 
kể ra chẳng hạn bảng logarit 20 chữ số của các số từ 2 đến 1200 do 
Caller xuất bản ở Pháp năm 1795. 

Đôi với một nhóm hẹp hơn các số, có các bảng logarit với rất 
nhiều số các chữ số thập phân được lập ra - là những kỳ quan logarit 
thực sự, mà tôi tin rằng ngay nhiều nhà toán học cũng không nghỉ 
ngờ gì về sự tỒn tại của chúng. 

Sau đây là những bảng logarit khổng lồ; tất chúng đều là logarit 
tự nhiên (cơ số e = 2, 718...) chứ không phải logarit thập phân: 


— Bảng 48 chữ số của Wolfram đôi với các số đến 10 000; 
—_ Bảng 61 chữ số của Sharp; 

—_ Bảng 102 chữ sô của Parkherst; 

— _ Các logarit 260 chữ số của Adams. 
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Trong trường hợp sau cùng, không có bảng mà chỉ có logarit tự 
nhiên của năm số: 2, 3, 5, 7 và 10 và thừa số chuyến (260 chữ số) để 
đưa chúng về logarit thập phân. Tuy nhiên, dễ thấy răng khi có các 
logarit của năm số này, có thể thu được các logarit của nhiều hợp số 
bằng phép cộng hoặc phép nhân đơn giản. Chẳng hạn, logarit của 12 
băng tổng các logarit của 2, 2 và 3. 

Có cơ sở đầy đủ để đưa thước tính “logarit bằng gỗ” vào số các kỳ 
quan logarit - nêu như, nhờ vào sự tiện lợi của mình, dụng cụ sắc bén 
này không đến nỗi chỉ được dùng làm một công cụ tính toán thông 
thường cho các nhà kỹ thuật, như là bàn tính mười hạt cho các nhân 
viên văn phòng. Thói quen đã làm tiêu tan cảm giác ngạc nhiên đối 
với một công cụ làm việc theo nguyên lý của logarit mà lại không yêu 
câu người sử dụng phải biết logarit là gì. 


9.5. logarit trên sàn biểu điễn 


Tiết mục sau đây ắt hẳn là tiết mục ly kỳ nhất được những nhà 
tính toán chuyên nghiệp biểu diễn trước các khán giả. Được biết từ 
một tờ quảng cáo rằng, một nghệ sĩ tính toán kỳ tài sẽ tính nhẩấm căn 
bậc cao của các số có nhiều chữ số, bạn kiên nhẫn chuẩn bị trước ở 
nhà lũy thừa 31 của một số nào đó và dự tính là sẽ “đè bẹp” nghệ sĩ 
bằng một số khủng với 35 chữ sô. Đến thời điểm thích hợp bạn nói 
với nghệ sĩ như sau: 

- Xin ông hãy khai căn bậc 31 của một số có 35 chữ sô sau đây! 
Ông viết đi, tôi sẽ đọc. 

Người nghệ sĩ cẦm phấn, và trước khi bạn kịp đọc lên chữ số đầu 
tiên, thì nghệ sĩ đã viết ngay kết quả: 13. Không biết con số, ông ta 
đã tính được căn của nó, mà lại với bậc 31, tính nhẩm và với tốc độ 
chớp nhoáng nữa chứt! 
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Bạn ngạc nhiên, bại trận. Tuy nhiên ởỏ đây không có øi là cao siêu 
cả. Bí quyết đơn giản ở chỗ chỉ tổn tại đúng một số tự nhiên mà lũy 
thừa bậc 31 của nó cho kết quả gồm 35 chữ số, và đó là số 13. Các số 
nhỏ hơn 13 cho kết quả ít hơn 35 chữ số, còn các số lớn hơn cho kết 
quả nhiều hơn 35 chữ số. 

Thế nhưng, từ đâu mà nghệ sĩ tính toán biết điều này? Ông ta tìm 
được số 13 này như thế nào? 

Các logarit (cơ sô 10) đã giúp ông, ông ta đã thuộc lòng các logarit 
hai chữ sô của 15-20 số đầu tiên. Việc học thuộc lòng chúng nói chung 
không khó như ta tưởng, đặc biệt nêu biết sử dụng một tính chất là 
logarit của hợp số bằng tổng các logarit của các thừa sô nguyên tố 
của nó. Khi bạn nắm chắc logarit cơ số 10 của 2, 3 và 71, thì là bạn 
đã biết các logarit của mười số đầu tiên; đối với mười số thứ hai cần 
nhớ thêm logarit của bốn số nữa. 

Dù sao thì nghệ sĩ biểu diễn tính toán cũng có trong đầu bảng 
logarit (cơ số 10) hai chữ số sau đây: 


Số log SỐ log 
2 0,30 1 1,04 
R) 0,48 1 1,08 
Ạ 0,60 13 71 
5 0,70 14 1,15 
6 0,78 l5 1/18 
t 0, 85 16 1,20 
8 0,90 17 1,23 
9 0,95 18 1,26 
19 1,28 


1 Ta nhớ răng log 5 = log(10/2) = 1 - log2. 
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Xảo thuật toán học làm bạn ngạc nhiên dựa trên bât đẳng thức: 


J4 / = j4,99 
31 < lOE1o Ậ (35 chứ SỐ) < _ 


logarit phải tìm nằm trong khoảng 


¬ và =— tức là giữa 1,09 vả 1,13. 

Trong khoảng này chỉ có logarit của đúng một số tự nhiên, dqđ hủ 
là 1,11 - logarit của số 13. Bằng cách như vậy nghệ sĩ tính toán đã tằm 
được kết quả làm bạn ngạc nhiên. Tất nhiên, để tính nhẩm nhanh 
chóng tất cả những cái đó cần phải có tài ứng phó và sự thành thạo 
nghề nghiệp, nhưng về thực chất công việc thì như bạn thây khá là 
đơn giản. Bây giờ bạn có thể tự mình tiên hành các ảo thuật tương 
tự, và nêu chưa tính nhẩm trong đầu được thì hãy viết ra giây vậy. 

Giả sử bạn được cho bài toán: lấy căn bậc 64 của một SỐ gôm 20 
chữ số. Không cần hỏi lại số đó là số nào bạn có thể tuyên bố ngay 
kết quả: căn bằng 2. 


19 g4 _ = Ẫ 19,99 
— < < 
= logqo 1/ (20 chữ sô) < 34 


do đó nó cần phải ở giữa 


Thật vậy, 


190. 19,00. 


64 Tgạ 7 
tức là giữa 0,29 và 0,32. logarit như vậy của một số tự nhiên chỉ là 
một số: 0,30..., tức là logarit của sỐ 2. 

Cuối cùng, bạn có thể làm cho người ra để kinh ngạc khi bạn nói 
cho người đó biết con số mà anh ta định đọc cho bạn: “con số cờ vua” 
nổi tiếng: 

284 — 18446 744 073 709 551 616. 
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9.6. logarit trong chuông gia súc 


Bài toán. Lượng thức ăn tỗi thiểu mà một con vật cần ăn để duy trì 
cho nó khỏi bị gây ôm đi (năng lượng từ thức ăn này tiêu vào những 
việc như hoạt động của nội tạng, toả nhiệt, phục hồi các tế bào đã chết, 
v.v.) gọi là lượng “thức ăn duy trì”, và nó tỷ lệ thuận với diện tích bê 
mặt bên ngoài của cơ thể con vật. Hãy xác định số calo của lượng thức 
ăn duy trì đối với một con bò nặng 420 kg, biết rằng với tắt cả những 
điều kiện như vậy thì một con bò nặng 630 kg cần lượng thức ăn duy 
tri la 13500 calo. 


Giải. Để giải bài toán này, ngoài đại số ra, ta còn cần đến sự giúp đõ 
của hình học. Theo điều kiện của bài toán, số calo phải tìm z tỷ lệ 
thuận với diện tích mặt ngoài (s) của con bò, tức là 

% 8 


13500 ø¡' 


trong đó s¡ là mặt ngoài của cơ thể con bò nặng 630 kg. Trong hình 
học ta đã biết rằng các mặt ngoài (s) của các vật thể đồng dạng có 
ở lệ như là bình phương các kích thước dài (¡), còn các thể tích (và 
nghĩa là khối lượng) - như là lập phương của các kích thước dài. 


Vì vậy 
5c 420 _ 1 _ — V420 
¡ lP 680 7 “” n_ #80 
SUY ra 


Nhờ bảng logarit ta tìm được: z = 10300. 
Vậy con bò 420 kg cần 10 300 calo thức ăn đưy trì. 


9.7. logarit trong ầm nhạc 


Các nhạc sĩ ít khi yêu thích toán học, đa số họ tuy tôn. 


khoa học này nhưng đều cho rằng càng tránh xa nó càng tốt. Trong 
lúc đó các nghệ sĩ - kể cả những người chưa từng thể nghiệm “hòa 
âm bằng đại số” như nhân vật Salieri của Pushkinl - lại tiếp xúc với 
toán học thường xuyên hơn nhiều, hơn thế nữa lại tiếp xúc với những 
cái đáng sợ như là logarit. 


Nhân đây tôi xin trích dẫn một đoạn trong bài báo phổ biến khoa 
học của nhà vật lý A.A. Eichenwald viết vào năm 1919 với nhan để 
Về những khoảng cách lớn và nhỏ. 

“Một người bạn thời trung học của tôi thích chơi dương cảm 
nhưng không thích môn toán. Thậm chí anh ấy đã nói với một thái độ 
coi thường răng, âm nhạc và toán học không có gì chung với nhau. 
“Kể ra thì Pythagoras đã tìm được những hệ thức nào đó giữa các dao 
động âm thanh, - nhưng các thang âm nhạc kiểu Pythagoras nào đó 
chẳắng dùng được cho cho âm nhạc của chúng ta”. 

Hãy tưởng tượng xem, người bạn của tôi đã day dứt khó chịu đến 
mức nào, khi tôi chứng minh cho anh ta rằng, khi chơi trên các phím 
đàn của cây đàn dương câm hiện đại, thì thực sự là anh ta chơi trên 
các logarit. 


2n» 


Và đúng như vậy, cái gọi là “các cung bậc của thang âm nhạc chia 


! Salieri là một nhạc sĩ cổ điển tài ba và quyên thê, từng đó đầu nhạc sĩ thiên tài 


Mozart. Tuy nhiên, trong truyện hư câu Mozart và Salieri của Pushkin, Salieri được 
mô tả như một người vì ghen ghét đô ky nên đã đầu độc Mozart - N.D, 
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đều bước! không được xếp cách đều nhau theo tân sô dao động, hay 
là theo độ dài của các bước sóng âm thanh tương ứng, mà là cách 
đều nhau theo iogarit của các đại lượng này! Chỉ có điều cơ số của 
logarit dùng trong âm nhạc là 2, chứ không phải bằng 10 như trong 
nhiều trường hợp khác. 

Ta giả sử rằng nốt đô của quãng tám thấp nhất - mà ta sẽ gọi là 
quãng tám thứ không - có tần số dao động là ø› Hertz2. Khi đó nốt 
đô của quãng tám thứ nhất sẽ thực hiện 2w dao động trong một giây, 
còn của quãng tám thứ ?w là n - 2" dao động, v.v. Ta đánh sô thứ tự 
các nốt nhạc theo thứ tự tăng dân, bắt đầu từ nốt đô của quãng tám 
thứ không được đánh số thứ tự là 0. Chẳng hạn, âm son sẽ là âm thứ 
r, la sẽ là thứ 9, v.v., và âm thứ 12 sẽ lại là đô, chỉ có điều là ở quãng 
tám cao hơn. Mỗi nốt nhạc tiếp theo có tần số đao động bằng 13⁄2 lần 
tần số dao động của nốt nhạc trước nó. Do đó tần số dao động của 
nót nhạc thứ p ở quãng tám thứ zn bất kỳ ứn > 0, 11 > p > 0), hay 
nói cách khác là nốt nhạc thứ 12mn + p, có thể biểu diễn bằng công 
thức 

)° = đN ( Ÿ3) n. 
Lây logarit cơ sô 2 của công thức này ta được 
loga pm = Ìogan + m + 
hay 


12m + p= 12logsa ( = 


pm \ _—_ b (2) 
“NG NÔ 

! Thang âm nhạc chia đều bước (equal temperament chromatic scale) là hệ thông 
nốt nhạc thường dùng, với 12 nốt nhạc trong mỗi cung bậc (gọi là “quãng tám” hay 
“octave”, gồm 7 “nốt chính” là Đô Rê Mi Pha Son La Sỉ và 5 “nốt phụ”), xếp liên tiếp 
nhau như trên đàn piano, cách đều nhau vẻ “chênh lệch độ cao” của nốt sau so với 
nốt trước. - N.D. 

2 Tức là dao động ø lần trong một giây. Nốt đô ở quãng tám thứ không được ký 
hiệu là Co, và có tằn số dao động là 16,35 Hertz theo chuẩn quốc tế. - N.D. 
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Từ đó ta thấy rằng, các số hiệu của các phím đàn là logarit cơ 
số 13⁄2, hay là 12 lần logarit cơ số 2, của tần số đao động của các 
âm thanh tương ứng (khi coi tần số của nót nhạc đầu tiên là 1 đơn 
vị. Thậm chí chúng ta còn có thể chứng minh rằng, số hiệu của 
mỗi quãng tám là phần đặc tính, còn số hiệu của nốt nhạc trong mỗi 
quãng tám đã cho (chia cho 12) là phẩn định trị của logarit cơ số 
2 của tần số dao động”. Chẳng hạn - chúng tôi giải thích thêm, - ở 
âm son của quãng tám thứ ba, tức là ở số 3 + 7 (~ 3,583), số 3 là 
phân đặc tính của logarit của số dao động của âm thanh này, còn 
_ (+ 0,583) là phần định trị của logarit đó với cơ số 2. Do đó, tẳn 
số dao động của nốt son này lón hơn tân số dao động của nốt đô ở 
quãng tám thứ không 23:83 lẫn, tức là 11,98 lần. 


9.8. Các ngôi sao, tiếng Ôn và logarit 


Tiêu để gộp lại những cái tưởng chừng như không thế kết hợp 
với nhau này không có ý hài hước nhại theo các tác phẩm cửa Kozma 
Prutkov.1 Thực sự là chúng ta sẽ nói về các ngôi sao, tiếng ồn, và môi 
liên hệ chặt chế của chúng với logarit. 

Tiếng ôn và các ngôi sao được két hợp lại ở đây bởi vì cả âm lượng 
của tiếng ổn và độ sáng của các ngôi sao đều được đánh giá theo cùng 
một cách - theo các thang logarit. 

Các nhà thiên văn phân hạng các ngôi sao theo “cấp sao” (mag- 
nitude) biểu kiên của chúng ra thành các cấp: cấp 0, cấp 1, cấp 2, 
cấp 3, v.v., cập sau có độ tỏa sáng nhìn từ trái đất thấp hơn cấp trước 
Ÿ100 ~ 2,512 lần. 


! Kozma Prutkov là một nhân vật nhà văn hư câu, do nhà văn A.K. Tolstoy và ba 
người anh em họ của ông tạo ra. Họ hay viết các tác phẩm trào phúng dưới bút danh 
này. “Kozma Prutkov” có rất nhiều câu nói nổi tiếng, ví dụ như: “Nêu bạn nhìn thấy 
biển ghi là “trâu” trước cửa chuồng voi thì đừng tin vào mắt bạn”. - N.D. 
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Dễ hiểu rằng cập độ của một ngôi sao không phải là cái gì khác 
mà chính là logarit độ sáng vật lý của nó.! Ví dụ, một ngôi sao cập 
1 sẽ sáng gập (2,5)2 & 6,25 một ngôi sao cấp 3, và sáng gấp đúng 
100 lần một ngôi sao cấp 6. Nói ngắn gọn, để đánh giá độ sáng nhìn 
thây của các ngôi sao, nhà thiên văn đã dựa vào bảng logarit cơ SỐ 
2.512 = Ÿ100. 

Âm lượng của tiếng ôn cũng được đánh giá theo thang bậc logarit 
tương tự như vậy. Ảnh hưởng không tốt của tiếng Ổn đến chất lượng 
cuộc sông và hiệu quả lao động đã dẫn tới việc tìm ra những phương 
pháp đánh giá chính xác mức độ ồn (âm lượng). Đơn vị để đo âm 
lượng là bel2, hay trong thực tế thường dùng là decibel (1 bel = 10 
decibel). Dãy mức độ của âm lượng (10 decibel, 20 decibel, 30 decibel, 
v.v.) đối với tai nghe của chúng ta làm thành một cấp số cộng, còn 
mức năng lượng của những tiếng Ôn này làm thành một cập số nhân 
với công bội là 10. Tỷ số của cường độ các tiếng ôn bằng 10 tương 
ứng với hiệu của các âm lượng bằng 1 bel, hay 10 decibel. Có nghĩa 
là, âm lượng tiếng ôn tính theo bel bằng logarit thập phân của cường 
độ vật lý của nó. Để cho rõ hơn, ta xét một vài ví dụ. 

Tiếng xào xạc nhẹ của lá cây được đánh giá là 1 bel, tiếng nói 
chuyện to là 6,5 bel, tiếng gầm của sư tử là 8,7 bel. Từ đó suy ra răng, 
về cường độ âm thanh, tiếng nói chuyện lớn hơn tiếng xào xạc của lá 
cây 


1065—1 — 1055 — 316 000 lần; 


1 Nói một cách chính xác hơn, các nhà thiên văn lây số đôi của logarit của độ sáng 
làm “cấp sao biếu kiên”. Nói chung thì cấp sao chính xác của các ngôi sao không 
phải là số nguyên mà là số có lẻ, và thậm chí có thể là số âm. Ví dụ một số ngôi 
sao sáng: Sirius (sao Thiên Lang) có cấp sao là —1,46; Wega (sao Chức Nữ) là 0,03; 
Altair (sao Ngưu Lang) là 0,73; Polaris (sao Bắc Cực) là 1,98; v.v. - N.D. 

? Được gọi theo tên của Alexandre Graham Bell, người đã phát minh ra nó - N.D. 
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còn tiếng gầm của sư tử mạnh hơn tiếng nói chuyện to 
108:7—65 — 1022 = 158 lần. 


Tiếng Ổn với âm lượng lón hơn 8 bel được công nhận là có hại 
đối với cơ thể con người. Ở nhiều nhà máy, tiếng Ổn đã vượt quá tiêu 
chuẩn trên, và lên đến hơn 10 bel: tiếng va đập của một cái búa vào 
một tâm thép gây ra tiếng ổn đến 11 bel. Những tiếng ôn như vậy 
mạnh hơn từ 100 đến 1 000 lần so với mức cho phép, và từ 10 đến 109 
lần mạnh hơn chỗ ổn nhất của thác nước Niagara nổi tiếng ở biếu 
giới giữa Mỹ và Canada (9 bel). 

Có phải do ngẫu nhiên chăng, khi mà để đánh giá độ sáng biếu 
kiến của các ngôi sao và độ ồn của các tiếng ồn, chứng ta đều có sự 
phụ thuộc logarit giữa đại lượng cảm nhận và đại lượng kích thích 
sinh ra nó? Không ngẫu nhiên đâu, cả hai hiện tượng này đều là hệ 
quả của một định luật tổng quát, gọi là “định luật tâm vật lý học của 
Fechner”, nói rằng đại lượng cảm nhận tỷ lệ với logarit của đại lượng 
kích thích. Như chúng ta thấy, logarit đã thâm nhập vào tâm lý học! 


9.9. logarit trong bóng đèn điện 


Bài toán. Loại bóng đèn “đục”, tức là loại bóng đèn có dây tóc nhưng 
bên trong chứa một loại khí, tỏa sáng mạnh hơn là loại bóng đèn có 
dây tóc trong chân không. Lý do nằm ở chỗ chúng được đốt nóng lên 
với các nhiệt độ khác nhau. Theo một quy tắc vật lý, tổng lượng ánh 
sáng phát ra khi nung nóng dây tóc tỷ lệ thuận với lũy thừa bậc 12 
của nhiệt độ tuyệt đối (tức là tính từ —273°C). Biết những điều đó, 
ta hãy làm phép tính sau: Xác địth xem bóng đèn “đục” mà nhiệt độ 
của dây tóc là 2500 độ tuyệt đối phát ra ánh sáng lớn hơn bóng đèn 
chân không với nhiệt độ dây tóc là 2200° tuyệt đối bao nhiêu lần? 


199 


Giải. Ký hiệu tỷ số phải tìm là z, ta có hệ thức 
_ 2 500 12 s 25 12 
KH O000J. — \ 22 
Có thể tra bảng logarit để tính nhanh giá trị của z: 


logo # = 12(logio 25 — logo 22) 
 12(1,398 — 1,342) = 0,672 


Suy ra + # 46. 


Bóng đèn có khí phát ra ánh sáng lớn hơn 4,6 lần bóng đèn chân 
không. Nghĩa là nêu bóng chân không cho ánh sáng bằng 50 nến), 
thì bóng có khí với cùng các điều kiện cho ánh sáng bằng 230 nền. 


Thêm một bài toán: Cẩn tăng nhiệt độ tuyệt đối lên bao nhiêu phần 
trăm để tăng sắp đôi độ sáng của bóng đèn? 


Giải. Ta lập phương trình 


từ đó ta có: 


Cuối cùng, phép tính thứ ba: Độ sáng của bóng đèn tăng bao nhiêu 
phần trăm nếu nhiệt độ tuyệt đối của dây tóc của nó tăng lên 1%? 


! “Nền” (candlepower) là một đơn vị đo độ tỏa sáng. Một nên bằng 12,57 lumens, 
nên 500 nền thì gần bằng 630 lumens. - N.D. 
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Giải. Nhờ logarit để thực hiện phép tính z = 1,0112, ta tìm được 
z = 1,127. Vậy độ sáng của bóng tăng lên 12,7%.! 

Thực hiện phép tính tương tự, ta tìm được răng khi tăng nhiệt độ 
lên 2% thì độ sáng tăng lên 27%, còn khi tăng nhiệt độ lên 3% thi độ 
sáng tăng lên 43%. Từ đó ta thấy, vì sao mà trơng kỹ thuật chế tạo 
bóng đèn điện dây tóc, người ta quan tâm đến việc nâng cao nhiệt độ 
của dây tóc đến thê. 


9.10. Các di chúc hàng trăm nắm 


Hiếm ai chưa từng biết tới truyền thuyết về số hạt thóc mà người 
phát minh ra môn cờ vua đã đề nghị nhà vua thưởng cho mỉnh. Con 
số đó được thành lập bằng cách nhân đôi liên tiếp số đơn vị: ỏ ô thứ 
nhất của bàn cờ người phát minh đề nghị đặt một hạt, ô thứ hai 2 
hạt, ô thứ ba 4 hạt, và cứ thế gấp đôi lên ở mỗi ô tiếp theo, cho đến 
ô cuỗi cùng - ô thứ 64. 

Tuy nhiên, các số tăng lên với sự nhanh chóng không ngờ như vậy 
không chỉ đối với trường hợp nhân đôi liên tiếp, mà còn cả với trường 
hợp mức độ tăng khiêm tốn hơn nhiều. Một khoản tiễn vốn với lợi 
tức 5%, hàng năm tăng lên 1,05 lần, một mức tăng “không đáng kể”. 
Thê mà đến khi mãn hạn số vốn sẽ tăng thành một món tiền rất lớn. 
Sự tăng lên đáng kinh ngạc của tiền vốn gửi dài hạn được giải thích 
bằng điều đó. 


Có một cách tính nhanh khác dựa trên công thức xấp xỉ khi z là số rất nhỏ: 
(L+z)” “1+ nz + =p Hợp, Ỏ đây œ = 12, + = 0,01, và ta có: 


(1+0,01)17 ~ 1+ 12:0,01+ == -(0,01)2~1+0,12+0,007 =1,127. -N.D. 
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Có vẻ như rất kỳ lạ rằng một người để lại một số tiền khá khiêm 
tôn trong di chúc lại ra lệnh cho tiêu một món tiền khống lô. Người 
ta biết đên bức di chúc của nhà hoạt động chính trị Mỹ nổi tiếng 
Benjamin Franklin. Nó được đăng trong Tuyển tập các tác phẩm của 
Berjamin Franklin. Đây là trích đoạn của bức di chúc đó: 

“Tôi tặng lại cho nhân dân Boston một nghìn bảng Anh. Nếu họ 
nhận một nghìn bảng này thì phải trao số tiền đó cho hội đồng dân 
biểu, và hội đồng dân biểu sẽ cho các thợ thủ công trẻ vay với lại suất 
5% một năm. Sau một trăm năm số tiền này sẽ tăng thành 131 000 
bảng Anh. Khi đó tôi muốn để 100000 bảng để xây dựng các công 
trình công cộng, còn 31000 bảng còn lại lại tiếp tục cho vay với lãi 
suất như trên. Sau trăm năm thứ hai tổng số tiền tăng thành 4061 000 
bảng Anh. Tôi dành 1060 000 bảng cho nhân dân Boston toàn quyền 
sử dụng, còn 3000 000 bảng cho toàn bang Massachusetts. Sau đó thì 
tôi không dám bày tỏ ý muốn của mình nữa”. 

Chỉ để lại tài sản có 1000 bảng mà Franklin đã ghi lệnh phân 
phát hàng triệu bảng. Tuy thê ở đây không có gì là vô lý. Việc tính 
toán chứng tỏ rằng các hình dung của người làm di chúc là hoàn 
toàn thực tế. 1 000 bảng mỗi năm sẽ tăng lên 1,05 lần, sau 100 năm 
phải trở thành 


z = 1000- (1,05)!9 bảng. 
Biểu thức này có thể tính nhờ logarit 
logo z = logo 1000 + 100 - logo 1,05 
= 5,11893; 


từ đó suy ra z = 131000, đúng theo văn bản di chúc. Sau đó, 
31 000 bảng trong vòng 100 năm tiếp sau biến thành 


 = 31000 - (1,05)? ~ 4076 500 
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(cũng tính ra được nhờ logarit), một số tiền không sai khác bao nhiêu 
so với tổng số tiển nói trong di chúc. 

Chúng tôi dành cho bạn đọc tự giải bài toán sau đây, lây từ truyện 
Gia đình Golovlyov của nhà văn Saltykov: 

“Porfiry Vladimirovich ngồi trong buồng làm việc của mình và viết 
chỉ chít những tính toán lên những tờ giấy. Lần này có một câu hỏi 
thu hút tâm trí ông ta: liệu bây giỜ ông ta sẽ có bao nhiều tiển, riểu 
như bà mẹ ông ta không tiêu mắt 100 "na má người ông đã tặng 
lúc ông ta mới sinh, mà đem gửi vào “quẫy lombard”!1 đứng tếu cầu 
bé Porfiry? Tuy nhiên, số tiền không nhiều lắm, chỉ vẻn vẹn tắm trăm 


ruble”. 


Giả sử rằng vào lúc tính toán Porfry 50 tuổi, và giả thiết rằng ông 
ta tính đúng (giả thiết này có xác suất nhỏ, vì chưa chắc Golovlyov 
đã biết logarit và làm được các phép tính phần trăm phức tạp), hay 
tính xem quây lombard lúc đó trả lãi bao nhiêu phần trăm? 


9.11. Sự tăng vốn không ngừng 


Ở các quỹ tiết kiệm, tiền lãi hàng năm được nhập vào tiền vốn cơ 
bản. Nếu sự nhập này được tiễn hành thường xuyên hơn thì số tiên 
tăng nhanh hơn, vì một tổng số tiền lớn hơn tham gia vào việc sinh 
lợi tức. Chúng tôi nêu ra một ví dụ cực kỳ đơn giản và thuần túy lý 
thuyết. Giả sử ta gửi vào quỹ tiết kiệm 100 ruble với lãi suất 100% cả 
năm. Nếu chỉ sau một năm tiền lãi mới được nhập vào vốn cơ bản thì 
đến thời hạn đó 100 ruble biên thành 200 ruble. Bây giờ ta xem xem 
100 ruble sẽ biên thành bao nhiêu nếu cứ sau mỗi nửa năm tiền lãi 
lại được gộp vào vốn cơ bản. 

Ngày xưa chưa có hệ thống ngân hàng như ngày nay, nhưng có những người 


làm nghề nhận gửi tiền, cho vay lấy lãi, cẦm đồ. Họ được gọi là “lombard”, theo tên 
của vùng Lombardy ở Italia, nơi xuất thân của nhiều người làm nghề này. - N.D. 
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Sau nửa năm 100 ruble tăng thành 
100 ruble - 1,5 = 150 ruble. 
Còn sau nửa năm còn lại thành 


150 ruble : 1,5 = 225 ruble. 


^ ^ RA ` 1 — ^ ® ˆ 
Nếu sự nhập như vậy được tiên hành S năm một lần thì sau một 


năm 100 ruble biễn thành 


3 
100 ruble - (t;) 237,03 ruble. 


Nếu ta rút ngắn kỳ hạn nhập lãi vào vốn xuống thành một tháng, 
một ngày, một giờ, v.v., thì khi đó với 100 ruble sau một năm ta nhận 
được: 


à 


12 
1 
100 ruble - Ệ + 2) 261,30 ruble, 


12 
1 \365 
-|l1+_— ~z 271,4 
100 ruble ( + 365 6 ruble, 
8760 
-|Í1+— = “di 
100 ruble ( + san) 271,81 ruble 


Các công cụ toán học hiện đại cho phép người ta chứng minh 
răng, dù có giảm thời hạn nhập lãi xuống vô cùng nhỏ, thì tiền vốn 
cũng sẽ không tăng lên vô hạn sau một năm, mà sẽ tiên tới một giới 
hạn nào đó xấp xỉ bằng 271,83 ruble. Số tiền vốn gửi vào lãi suất 
100%, sau một năm không thể tăng hơn 2,7183 lần, ngay cả khi tiễn 
lãi được nhập vào vốn cứ một giây một lần. 
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9.12. Số “c” 


Con số thu được 2, 7183... đóng một vai trò rắt quan trọng trong 
toán học hiện đại, có lẽ không kém øì số z nối tiếng, và được ký hiệu 
là e, theo chữ cái đầu tiên của tên nhà bác học Euler. Đây là một sỐ 
vô tỷ: nó không thể biểu diễn được bằng phân số. Thậm chí, e còn là 
số siêu việt, tương tự như z, tức là nó không thỏa mãn bắt kỳ phương 
trình đại số với hệ số nguyên nào. Nhưng có thể tính được gần đứng 
nó với độ chính xác bất kỳ nhờ chuỗi sau đây: 

1 1 1 1 1 
St Ðốt hai hai g BI 

Từ ví dụ ỏ trên về việc tăng tiền vốn theo các lãi đồn, đễ thấy số 

e là giới hạn của biểu thức 


khi n tăng lên vô cùng. 

Do nhiều nguyên nhân vượt quá khuôn khổ cuỗn sách này, số e rất 
có ích và hợp lý để dùng làm cơ số của logarit. Những bảng “logarit 
tự nhiên” như vậy tỔn tại và có ứng dụng rộng rãi trong khoa học 
và kỹ thuật. Các logarit khổng lồ gồm 48, 61, 102 và 260 chữ sô mà 
chúng ta đã nói đến ở trên đều có cơ số là số e. 

Số e nhiều khi xuất hiện ở những nơi hoàn toàn bắt ngờ. Ta xét 
bài toán sau đây làm ví dụ: 

Cân chia một số dương a đã cho thành những phân như thể nào 
để tích của các phần là lớn nhắt? 

Ta đã biết răng tích của các số với tổng không đổi lớn nhất khi 
chúng bằng nhau, nên rõ ràng là số ø cần phải được chia thành những 
phần bằng nhau. Nhưng chia thành bao nhiêu phần là tốt nhất? 
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Hai phần, ba phần, hay mười phần? Câu trả lời là: chia làm sao 
cho mỗi phần càng gắn bằng c nhất càng tốt!1 
Ví dụ, cần chia số 10 thành bao nhiêu phần bằng nhau để các phần 
có giá trị gần bằng e nhật có thể. Để làm điều đó cần tính thương 
10 
—=-.~ % ủ,6078. 
2,718 s 
Vì không thể chia thành 3,678 phần bằng nhau, nên ta phải chọn 
sỐ nguyên sắn nhất, tức là sô 4, làm số chia. Ta nhận được tích của 
các phần của 10 là lớn nhất khi 10 được chia thành 4 phần bằng nhau, 
mỗi phần bằng 2,5. Thật vậy, 


(2,5)? = 39.0625 


3 5 
ý `. 1 
lớn hơn so với tì S8 lê (§) = 0a, VV 


Gần phải chia số 20 thành 7 phần bằng nhau để tích các phần đó 
lớn nhất, vì rằng 20 : 2,718 ~ 7,36. Tương tự như vậy, số 50 cần phải 
chia thành 18 phân, còn số 100 chia thành 37 phần. 

Số e đóng vai trò quan trọng trong toán học, vật lý, thiên văn và 
nhiều khoa học khác. Đây là một vài ví dụ những vẫn đề, trong số 
vô vàn vẫn để mà khi khảo sát chúng về mặt toán học buộc phải sử 
dụng đến số e: 

- Công thức khí áp kế (sự giảm áp suất theo chiều cao), 

- Công thức Euler (có trong sách Vật lý vui của tôi), 

- Định luật làm nguội các vật thể, 

Bài toán có thể viết dưới dạng: tìm cực đại của z=, hay là của = - lnz sau khi 
lây logarit, hay là của == Bằng phương pháp khảo sát đạo hàm, có thể thấy hàm 


SỐ = đạt cực đại khi z = e. - N.D. 
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- Sự phân rã rađi và tuổi của Trái Đắt, 

- Dao động của con lắc trong không khí, 

- Công thức Sionkovsky đối với vận tốc tên lửa (có trơng sách 
Cuộc dạo chơi giữa các hành tỉnh của tôi), 

- Các hiện tượng dao động trong mạch vô tuyến, 


- Sự tăng trưởng của các tế bào. 


9.13. Trò vui logarit 


Để bổ sung thêm vào những trò đùa toán học mà bạn đọc đã 
được làm quen ở Chương 5, chúng tôi đưa vào đây một trò kiểu như 
vậy, cụ thể là việc “chứng minh” bất đẳng thức 2 > 3. Lần này trong 
chứng minh có logarit tham gia. Trò đùa bắt đầu từ bất đẳng thức 
hiển nhiên sau đây: 


Sau đó phép biên đổi 


cũng là hiển nhiên. Số lớn hơn sẽ có logarit lớn hơn, nghĩa là 


Ì 1 


tả ⁄ 1 LẠ 
sau khi giản ước cho logig (š) ta có 2 > ä. 


Chứng minh đã sai lầm ở chỗ nào? 
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2s ` ` 2 rx # .”? , 1 ^ A2 .À 
Giai. Sai lầm ở chô khi giản ước cho logo (;) ta không đổi chiêu 
k Ầ KJ L¿ \ ` 1 ` ^ Ầ ^ 
của bât đăng thức (> thành <) vì logo §) là một sỐ âm. 


Nêu như chúng ta lẫy logarit với cơ sô c khác, nhỏ hơn 1, thì 
1 kẽ : P Ä ⁄ 2 ` H4 
lop, () sẽ dương, nhưng khi đó ta không có quyền khàng định sô 


lớn hơn se có logarit lớn hơn. 


9.14. Viết số bắt kỳ bằng ba sô 2 


Chúng tôi kết thúc cuốn sách này bằng một bài đồ vui hóc búa đã 
tiêu khiển những người tham dự một hội nghị về vật lý ở Odessa. Bài 
toán như sau: Hãy biểu diễn một số nguyên dương bắt ky cho trước, 
chỉ bằng ba số 2 và các ký hiệu toán học thông thường. 


Giải. Ta xem bài toán đã được giải trong một trường hợp riêng như 
thê nào. Giả sử số đã cho là 3. Khi đó bài toán được giải như sau: 


R) = — loga loga V V2. 


Dễ kiểm tra được tính đúng đắn của đẳng thức này. Thật vậy, 


logạ 22” = 2-3, — loga 2~Ở =3. 


Nêu như số đã cho là 5 thì ta có thể dùng công thức: 


_ 


ö = — loBạ Ìoga 
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(Trong căn bậc hai thì bậc của căn không cần phải viết ra, nên ta 
không cần dùng đến nhiều số 2). 


Lời giải tổng quát của bài toán như sau: nêu số đã cho là W thì 


N = —!og logạ {Í \|... V5, 
`" 


Niẫn 


tức là sô lần khai căn đúng bằng sô N đã cho. 
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S004. Trần Nam Dũng, 169 bài toán hay cho trẻ em và người lớn. (Sách có 13 chủ để, 
với 13 bài toán thú vị trong mỗi chủ đề). 

S005. Vilenkin, Tổ hợp và Quy nạp. (Sách kinh điển do GS Hà Huy Khoái dịch từ tiếng 
Nga, dành cho học sinh THƠS và THPT). 

S006. Lê Bích Phượng & Nguyễn Tiền Dũng, Romeo đi tìm công chúa - 100 câu đỗ vui 
hóc búa. (Toán vui cùng Romeo, Mít Đặc, Biết Tuốt. Sách được giải thưởng sách hay năm 2016 
ở hạng mục sách thiêu nhỉ ). 

S007. Nguyễn Tiên Dũng, Các bài giảng về toán cho Mirella, Quyển 2. (Mirella đã đoạt 
giải thưởng lón thi HSG toán tuy không học chuyên toán). 

S008. Naum Yakovlevich Vilenkin, Toán học qua các câu chuyện về Tập hợp. (Kết nói 
cuộc sông với các ý tưởng toán học). 

S009. Kiselev, Hừth học phẳng. (Sách giáo khoa nổi tiếng nhất về hình học sơ cấp từng 
được viết trong hơn một thê kỷ qua, do Nguyễn Vân Hằng dịch). 

S010. Viadimir Levshin, Người Mặt Nạ Đen từ nước Al-Jabr. (Câu truyện kỳ thú về 
phương trình cho học sinh nhỏ tuổi). 

S011 & S012. Đỗ Đức Thái & các đồng tác giả, Bộ sách bài tập toán THCS: Bài tập số 
học và đại số chọn lọc & Bài tập hình học chọn lọc. 

S013. Jin Akiyama và Mari-Jo Ruiz, Một ngày phiêu lưu trong thê giới toán học kỳ diệu 
(Sách in màu, đẹp cả về hình thức lẫn nội dung). 

S014. Alphonse Karr, Những nàng tiên biển (Truyện cổ tích Pháp). 

S015. Paul de Musset, Ông Gió Bà Mưa (Truyện cổ tích Pháp). 

S016. Levshin & Aleksandrova, Tìm số thắt lạc (Truyện vui nhộn về số học). 

S017 & S018. Leroy-Allais & Benjamin Rabier, Những chuyện phiêu lưu của cáo Renard, 
Tập 1 & Tập 2 (Truyện cổ tích châu Âu nổi tiếng). 

S019. Trần Nam Dũng, Phương pháp giải toán qua các bài thi olympic. 

S020. Viadimir Levshin, Thuyền trưởng đơn vị. (Bản dịch mới). 

S021. Walter Crane & Coucou Hibou, Thơ ngụ ngôn Aesop song ngư Anh-Việt. 

S022. Trần Nam Dũng (chủ biên), Các kỳ thi toán VMO - Lời giải và bình luận 

S023. B. Potter, Peter Rabbit and Friends ~ Thỏ Peter và các bạn (song ngũ). 
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S024. Nguyễn Tiến Dũng, Toán học và nghệ thuật. 
S025. Antoine de Saint-Exupéry, The Little Prince - Hoàng Tử Bé (sơng ngữ). 


S026. Dudeney, Những câu đỗ vui Canterbury. (Những câu đố kính điển thú vị về toán 
học và logic, viết đưới dạng truyện). 


S027. Baba Yaga và những chuyện đân gian Nga. (Sách song ngữ Anh-Việt). 
S028 & S029. Frank Baum, Pháp sư siêu phàm xứ Oz, Phẫn 1 & Pfẩn 2. (Sách song 
ngữ Anh-Việt). 


S030. Nguyễn Thế Nghiệp, Hùm xám Đường số 4. (Chuyện thật về cuộc đời thằng trầm 
của anh hùng Đặng Vẫn Việt). 


S031. A.P Kiselev, Hình học không gian. (Cùng S009: Hình học phẳng, tạo thành bộ 
sách giáo khoa nổi tiếng nhất thế giới về hình học). 
S032. Vũ Hữu Bình, Hình học tổ hợp. 
S033. Waldemar Pompe, Xung quanh phép quay - Hướng dẫn môn hình học sơ cắp. 
S034. Frank Baum, Xứ Oz kỳ diệu. 
S035. Lê Quang Ánh, Thiên Tài Và Số Phận Chuyện kể về các nhà toán học. 
BS001. Phạm Anh Tuần, Thủ thỉ thù thì cái gì nguy hiểm. 
(Sách kỹ năng sông cho trẻ em). 
BS002. Phạm Anh Tuần, Bơi tự cứu dịch cân kinh. (Sách về phòng chông đuôi nước). 
HS001. Lê Ngọc Mai, Tìm trong nỗi nhớ. (Tiểu thuyết về các lưu học sinh cũ). 


BỘ SÁCH KHOA HỌC VUI - PERELMAN: 


Các sách phổ biên kiến thức khoa học phổ thông về vật lý và toán học của Yakov Pereman 
viết từ nửa đầu thế ký XX, bắt đầu bằng quyển Vật lý vui (hay còn gọi là Vột lý giải rrÕ đã được 
dịch ra nhiều thứ tiếng khác nhau, in tổng cộng hàng chục triệu bản, phổ biên toàn thê giới, 
và cho đến ngày nay vẫn liên tục được tái bản, vẫn còn nguyên giá trị vì tính khoa học và tính 
sư phạm tuyệt vời của chúng. 

Sputnik xin trân trọng giới thiệu đến quý độc giả bộ sách vô cùng lý thú này! 

S036. Yakov Perelman, Vật lý vui Tập 1. 

S037. Yakov Perelman, Vật lý vui Tập 2. 

S038. Yakov Perelman, Thiên văn vụi. 

S039. Yakov Perelman, Cơ học vui. 

S040. Yakov Perelman, Hình học vui. 

S041. Yakov Perelman, Đại số vui. 


Danh mục chỉ tiết đầy đủ: http:⁄/sputnikedu.com/ SputnikCatalog.pdf 
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